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Условия непротиворечивости интервальной информации о замещениях критериев в многокритериальных задачах принятия решений(
В.В. Подиновский

(доктор технических наук, профессор кафедры высшей математики на факультете экономики Государственного университета – Высшей школы экономики и кафедры менеджмента Международного университета «Дубна»)
Дано простое операциональное условие непротиворечивости информации, состоящей из интервальных оценок замещений одних критериев другими.

1. Введение

Для анализа многокритериальных задач необходимо привлекать информацию о предпочтениях лица, принимающего решение. Одной из удобных для получения и использования форм такой информации являются интервальные оценки замещений одних критериев другими; при этом каждая такая интервальная оценка является, по сути, совокупностью двух параметрических оценок относительной важности критериев [1 ( 6]. В [3] были даны общие условия непротиворечивости такой информации. Однако их практическое применение связано с необходимостью проверки совместности систем однородных строгих линейных неравенств, что часто достаточно обременительно. В данной статье приводятся условия непротиворечивости, которые во многих случая позволяют легко установить, является ли рассматриваемая информация непротиворечивой или же, напротив, она (внутренне) противоречива.

2. Общее условие непротиворечивости
Приведем сведения, необходимые для дальнейшего изложения. В многокритериальной задаче каждый вариант x из заданного множества вариантов X характеризуется значениями m ( 2 критериев fi, которые составляют векторный критерий f = (f1, …, fm). Под критерием fi понимается функция, определенная на X и принимающая значения из числового множества Zi, называемого шкалой критерия. Таким образом, каждый вариант x характеризуется значениями fi(x) всех критериев, образующими векторную оценку, или вектоценку этого варианта f(x) = (f1(x), ..., fm(x)). Множество Z = Z1( ... ( Zm  называется множеством вектоценок. Далее полагается, что в роли множества Z выступает m-мерное арифметическое векторное пространство Rm, т.е. Z = Rm. Для краткости записи критерии fi будут обозначаться их номерами i.

По определению, интервал  неопределенности замещений (ИНЗ) 
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, задает на Z = Rm отношение строгого предпочтения P(ij:
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или, что эквивалентно,
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Пусть ( ( информация, состоящая из всех накопленных (полученных от ЛПР и/или экспертов) ИНЗ: ( = {(ij}. Отношение предпочтения P(, порождаемое на Rm информацией (, определяется как наименьшее транзитивное отношение, включающее объединение отношения Парето P0 и всех отношений 
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где TrCl ( символ операции транзитивного замыкания бинарного отношения. Отношение Парето P0 определяется так:

xP0y  (  x ( y.

Здесь и далее для числовых векторов размерности не менее 2 используются обозначения:

x ( y  (  xi ( yi, i = 1, …, m;     x ( y  (  x ( y, x ( y;    x > y  (  xi > yi, i = 1, …, m.

В числовых неравенствах знак ( не используется. В соответствии с (3), yP(z выполнено в том и только в том случае, если существует цепочка

yP1z1, z1P2z2, …, zn(1Pnz,
(4),
где Pk есть P0 или P(ij для некоторого (ij (( при каждом k = 1, …, n (число n, разумеется, зависит от y, z). При n = 1 в роли цепочки (4) выступает yP1z.

Информация ( называется (внутренне) непротиворечивой, если P( иррефлексивно.

Для каждого (ij (( сконструируем две вектор-строки 
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Пусть q – число ИНЗ (ij в (. Используя вектор-строки (5), составим (2q(m)-матрицу A(. Введем в рассмотрение множество

B( = {( ( Rm ((  > 0,  A((  > 0}.
(6)

Теорема 1 [3]. Информация ( непротиворечива тогда и только тогда, когда множество B( непусто.

3. Специальное условие непротиворечивости
Приведем условие непротиворечивости информации (, которое часто бывает более операциональным, чем то, которое указывается теоремой 1. Аналогичное условие было сформулировано в [4], но доказано в предположении, что промежутки неопределенности замещений имеются для любой пары критериев (причем эти промежутки считались отрезками, так что допускались равенства 
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Для (ij ( (, приняв s = 
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t, определение (1) можно переписать так:
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или в эквивалентной форме:
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Сопоставляя (10) с (2), приходим к выводу, что, имея (ij((, можно считать, что и
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Учтя это, далее будем полагать, что в ( для каждой пары критериев (i, j) может иметься не более одного ИНЗ (ij или (ji. При этом для упрощения записи будем считать, что для одного ИНЗ (ij в матрице A( имеется две соответствующие строки, образующие векторы

a(i, j) = (0, …, 0. (1, 0, …, 0, 
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a(j, i) = (0, …, 0. 
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то есть в векторе a(i, j) на i-м месте стоит (1, а на j-м месте 
[image: image19.wmf]+
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; в векторе a(j, i), наоборот, на j-м месте стоит (1, а на i-м месте 
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. Теперь структуру информации ( можно представить при помощи ориентированного графа (( с m вершинами, соответствующими критериям, причем вершины i и j соединяются парой дуг, когда (ij(( или (ji((: одна дуга, соответствующая (11), идет от вершины i к вершине j, а другая, соответствующая (12), наоборот, идет от вершины j к вершине i.
Теорема 2. Информация ( непротиворечива тогда и только тогда, когда для любого цикла i1 ( i2 ( … ( ir ( i1 на графе (( выполнено неравенство:
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Доказательство. Необходимость. Предположим, что информация ( непротиворечива, но условие (13) нарушено хотя бы для одного цикла. Без ограничения общности будем считать, что это цикл 1 ( 2 ( … ( k ( 1, так что
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Опираясь на (1), можно записать:
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Так как 
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 верно yP(0. Если в (14) имеет место равенство, то верно 0P(0. Если же в (14) неравенство строгое, то верно 0P0y,так что 0P(y; и в силу транзитивности P( вновь имеем 0P(0. Однако выполнение 0P(0 означает, что отношение P( не иррефлексивно, что противоречит предположению о непротиворечивости информации (.

Достаточность. Допустим, что (13) выполнено, но информация ( противоречива. Покажем, что тогда на графе (( существует цикл, для которого условие (13) нарушено. Противоречивость информации означает, что для некоторого y верно yP(y. Поскольку yP0y неверно, то yP(y может быть выполнено только за счет существования цепочки (4), в которой хотя бы одно Pk есть 
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для некоторого (ij ((. Поэтому [3] существует вектор u ( 0, для которого uA( ( 0. Выделим из матрицы А( только те строки, которые соответствуют положительным компонентам вектора u. Составленную из этих строк подматрицу обозначим A1, а укороченный вектор, составленный из положительных компонент u, обозначим u1. Пусть (1 – граф, соответствующий матрице A1. Итак, выполнены условия:

u1 > 0,   u1A1 ( 0.
(15)

Прежде всего, из (15) ясно, что в A1 нет столбца, в котором все ненулевые компоненты положительны, или, другими словами, на графе (1 нет вершины, из которой не выходило бы ни одной дуги. План дальнейших рассуждений состоит в построении последовательности матриц A2, A3, … и векторов u2, u3, …, для которых выполняются условия:

uj > 0,   ujAj ( 0,
(16)

причем матрица Aj является подматрицей матрицы Aj(1. Процесс построения прекращается, как только на очередном шаге появляется матрица Aj, для которой соответствующий граф представляет собой цикл. Условия (16) обеспечивают невыполнение для данного цикла неравенства (13). Действительно, пусть указанным циклом будет 1 ( 2 ( … ( k ( 1. Тогда матрица Aj имеет вид:
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а векторное неравенство ujAj ( 0 эквивалентно k неравенствам
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из которых следует неравенство 
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Итак, перейдем к построению выше указанной цепочки матриц и векторов. Предположим, что в матрице A1 есть столбец, в котором все ненулевые элементы отрицательны. Удалим из нее этот столбец и все строки, в которых расположены отрицательные элементы данного столбца. Если столбцов с указанным свойством несколько, то описанную процедуру произведем со всеми столбцами. Полученную подматрицу обозначим A2. В качестве u2 подойдет вектор, полученный из u1 удалением всех компонент, соответствующих выкинутым строкам. Ясно, что (16) для j = 2 выполнено.

Мы добились того, что в матрице A2 в каждом столбце есть положительные и отрицательные элементы. Очевидно, что на графе (2, соответствующем матрице A2, есть цикл, так как из каждой его вершины выходит, по крайней мере, одна дуга. Без ограничения общности будем считать, что это цикл 1 ( 2 ( … ( k ( 1. Если для него неравенство (14) не выполнено, доказательство завершено. Предположим поэтому, что (14) выполняется. Найдем максимальное число t, для которого выполнены следующие неравенства, сформированные при помощи вектора 
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Обозначим это положительное число через t*. Ясно, что
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Пусть для определенности 
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. Представим u2 как сумму двух векторов:
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Удалим из матрицы A2 строку 
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. Полученную матрицу обозначим A3 и примем в качестве u3 вектор, получаемый из ( удалением первой компоненты. Выполнение (13) для нашего цикла 1 ( 2 ( … ( k ( 1 гарантирует справедливость неравенства u3A3 ( 0. Действительно, с учетом (22):

u2A2 = (A2 + (0, u3) A2 = (A2 + u3A3 ( 0,
причем 
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Если минимум в (20) достигается при нескольких i, то соответствующие операции надо производить и для остальных таких i. Заметим, что минимум не может достигаться при всех i, ибо иначе все неравенства (19), а поэтому и все неравенства (18) обратились бы в равенство, что в силу (13) невозможно. Построив A3, возвращаемся к шагу 1).

Итак, на каждом шаге из графа (i выбрасывается, по крайней мере, одна дуга. На шаге 1 это все дуги, которые ведут в вершину, из которой не исходит ни одной дуги. На шаге 2 это одна или несколько дуг из некоторого цикла. После очередного выполнения шага 1 перед нами окажется некоторый цикл, для которого выполнено (16). Но при этом, как отмечалось, нарушается неравенство (13), которое, по предположению, верно. Доказательство завершено.

Примечание. Выше предполагалось, что  Z = Rm , т.е. все критерии континуальны и не ограничены. В более общем случае, когда критерии могут быть ограниченными и/или дискретными, теорема 2 дает только достаточные условия непротиворечивости.
4. Заключение
Приведенное в статье условие непротиворечивости оказывается в ряде важных случаях значительно более удобным, чем общее условие. В частности, если на графе, представляющем структуру интервальной информации о замещениях критериев (, циклов вообще нет, то можно сразу утверждать, что такая информация непротиворечива. Примером являются задачи с одним базовым критерием (обычно он имеет смысл денежной суммы), относительно которого оцениваются замещения всех остальных критериев, т.е. задачи, в которых после надлежащий перенумерации критериев (с присвоением номера 1 базовому критерию) ( = {(21, …, (m1}.
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