
8 êëàññ

Äëÿ êàæäîé çàäà÷è ïðèâåäåíî óñëîâèå, îòâåò, êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ è ïîëíîå ðåøå-
íèå, à òàêæå, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, äîñòîïðèìå÷àòåëüíûå ðåøåíèÿ, ïðèäóìàííûå ó÷àñòíè-
êàìè îëèìïèàäû. Ïî êàæäîé çàäà÷å îöåíêà �0� ñòàâèëàñü â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â ÷èñòîâèêå
ñëåäîâ ðàáîòû íàä çàäà÷åé è îòñûëîê ê ÷åðíîâèêó, ïîëîæèòåëüíàÿ îöåíêà �a� ñòàâèëàñü
çà ïîëíîå ðåøåíèå, ïðîìåæóòî÷íûå îöåíêè b, c, d,.. ñòàâèëèñü çà ðåøåíèÿ ñ ïðîáåëàìè
èëè îøèáêàìè, ïåðå÷èñëåííûìè â ðàçäåëå �êðèòåðèè� â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ñòîèìîñòè, à
îòðèöàòåëüíàÿ îöåíêà �e� ñòàâèëàñü çà ëþáóþ ðàáîòó íàä çàäà÷åé, íå óäîâëåòâîðÿþùóþ
íèêàêèì èç óêàçàííûõ êðèòåðèåâ (â ÷àñòíîñòè, êðîìå çàäà÷è 1, çà îòâåò áåç êàêîãî-ëèáî
îáîñíîâàíèÿ).

8.1. Äàí ïðÿìîóãîëüíèê ñ äëèíàìè ñòîðîí 5 è 6. Ðàçáåéòå åãî íà ñåìü íåïåðåêðû-
âàþùèõñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì èñ-
õîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, òàê, ÷òîáû ïëîùàäè ýòèõ ñåìè ïðÿìîóãîëüíèêîâ áûëè ïîïàðíî
ðàçëè÷íû.

Îòâåò:

8.2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 10(10(10
2013)) + 10(102013) + 102013 − 1 íå ïðîñòîå.

Îòâåò: äåëèòñÿ íà 11.
Êðèòåðèè

b � ïîëíîå ðåøåíèå ñ íåçíà÷èòåëüíûì ïðîáåëîì â îáîñíîâàíèè.
d � äåëèìîñòü íà 11 óòâåðæäàåòñÿ áåç îáîñíîâàíèÿ.

Ðåøåíèå. 10(10(10
2013)) + 10(102013) + 102013 − 1 = 100a − 1 + 102013(10b + 1), ãäå a =

10(102013)/2 è b = 102013 − 2013 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Èñïîëüçóåì ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî
óìíîæåíèÿ: 100a − 1 = (100 − 1)(100a−1 + 100a−2 + . . .) äåëèòñÿ íà 99, à çíà÷èò íà 11, è
10b + 1 = (10 + 1)(10b−1 − 10b−2 + . . .) äåëèòñÿ íà 11.

8.3. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êðóã íà ÷àñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû à) öåíòð êðóãà íàõî-
äèëñÿ íà ãðàíèöå êàæäîé èç ÷àñòåé è á) èç íåêîòîðûõ ÷àñòåé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå
ðàçðåçàíèÿ, ìîæíî áûëî ñîñòàâèòü âïèñàííûé â ýòîò êðóã ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê?
Åñëè ìîæíî, òî îïèøèòå ðàçðåçàíèå è óêàæèòå, êàê ñîñòàâèòü øåñòèóãîëüíèê èç ïîëó÷åí-
íûõ ÷àñòåé; åñëè íåò, òî äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ.

Îòâåò: Âïèøåì â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O è ðàäèóñîì r ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëü-
íèê ABCDEF , ðàçðåæåì îêðóæíîñòü ïî îòðåçêàì AO, CO, EO è äóãàì îêðóæíîñòåé ñ
öåíòðàìè A, C è E, ðàäèóñîì r è êîíöàìè â òî÷êàõ B, D è F (íà êàðòèíêå ñëåâà). Òàêæå
ðàçðåæåì ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ïî äóãàì îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè A,B,C,D,E, F ,
ðàäèóñîì r, îáùèì êîíöîì O è ñî âòîðûìè êîíöàìè â òî÷êàõ B,C,D,E, F,A ñîîòâåòñòâåí-
íî (íà êàðòèíêå ñïðàâà). Òîãäà êðèâîëèíåéíûå òðåóãîëüíèêè íà ëåâîé êàðòèíêå ðàâíû
êðèâîëèíåéíûì òðåóãîëüíèêàì íà ïðàâîé.
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Êðèòåðèè

b � âåðíî îïèñàíî ðàçðåçàíèå, íî íå îïèñàíî ñîñòàâëåíèå ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíè-
êà, ëèáî íå óêàçàíû ðàâíûå äóãè.

g � îïèñàíî âåðíîå ðàçðåçàíèå, íåâåðíî óêàçàíû ðàâíûå äóãè (êàê ïðàâèëî, îòìå÷à-
ëèñü ïàðû ðàâíûõ äóã, õîòÿ äóãè äîëæíû áûòü ðàâíû âñå).

c � îïèñàíî ðàçðåçàíèå, ïîçâîëÿþùåå ñîñòàâèòü øåñòèóãîëüíèê ñ íàëîæåíèÿìè.
f � äîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàçðåçàíèè ïðÿìûìè ëèíèÿìè ðåøåíèÿ íåò.
d � íåïðàâèëüíî ïîíÿòî óñëîâèå, îïèñàíî ðàçðåçàíèå, êîòîðîå íå óäîâëåòâîðÿåò ïóíê-

òó (à).

8.4. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ (x, y) óðàâíåíèÿ 2x2−y2 = 2x+y è äîêàæèòå,
÷òî äðóãèõ íåò.

Îòâåò: (1, 0), (1,−1), (−1, 1), (−3, 4).
Êðèòåðèè

b � ïîëíîå ðåøåíèå ñ íåçíà÷èòåëüíûìè ïðîáåëàìè â îáîñíîâàíèè.
ñ � ïîëó÷åíû âñå îòâåòû.
cd � ïîëíîå ðåøåíèå ñ íåçíà÷èòåëüíûìè ïðîáåëàìè â îáîñíîâàíèè è ïîòåðåé îòâåòà.
d � ïîëó÷åí õîòÿ áû îäèí îòâåò â èñõîäíîé çàäà÷å (èñêëþ÷àÿ ñëó÷àè îøèáî÷íîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ).
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x+ y > 0, ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ � öåëîå ÷èñëî,

à çíà÷èò, è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äîëæíà áûòü öåëûì ÷èñëîì. Â ïðåäïîëîæåíèè y = −x
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî x2 = 1, îòêóäà íàõîäèì ðåøåíèÿ (1,−1) è (−1, 1). Äàëåå ñ÷èòàåì
x + y > 0.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: (1) � x äåëèòñÿ íà 2 â íå ìåíüøåé ñòåïåíè, ÷åì y, è (2) � â
ìåíüøåé.

1) Â ýòîì ñëó÷àå x = 2su è y = 2sv, ãäå s, u è v � öåëûå ÷èñëà, s > 0, ïðè÷¼ì v
íå÷¼òíî. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè x è y â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

22s(2u2 − v2) = 22s(u+v).

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äåëèòñÿ íà 22s, íî íå íà 22s+1, à ïðàâàÿ � íà
22s(u+v), íî íå íà 22s(u+v)+1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ñòåïåíåé: s = 2s−1(u + v). Åñëè u + v = 1,
òî s = 1 èëè s = 2. Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäïîëîæåíèÿ â âûðàæåíèÿ äëÿ x è y, â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå u2 +2u−2 = 0, íå èìåþùåå öåëî÷èñëåííûõ êîðíåé. Åñëè æå u+v > 1,
òî 2s−1(u + v) > 2s = (1 + 1)s = 1 + s + . . . > s, è ðàâåíñòâî íå äîñòèãàåòñÿ.
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2) Â ýòîì ñëó÷àå x = 2su è y = 2s+1v, ãäå s, u è v � öåëûå ÷èñëà, s > 0, ïðè÷¼ì u
íå÷¼òíî. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè x è y â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

22s+1(u2 − 2v2) = 22s(u+2v) (1)

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3) äåëèòñÿ íà 22s+1, íî íå íà 22s+2, à ïðàâàÿ � íà 22s(u+2v),
íî íå íà 22s(u+2v)+1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ñòåïåíåé: 2s + 1 = 2s(u + 2v). Òàê êàê â í¼ì ñëåâà
ñòîèò íå÷¼òíîå ÷èñëî, òî s = 0, è

u + 2v = 1

Êðîìå òîãî, èç (3) ñëåäóåò, ÷òî u2 − 2v2 = 1. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà u = 1 − 2v, íàõîäèì, ÷òî
v = 0 èëè v = 2. Òàê êàê s = 0, ïîëó÷àåì èç ôîðìóë x = 2s(1 − 2v) è y = 2s+1v ðåøåíèÿ
(1, 0) è (−3, 4).

8.5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ (ò. å. íå ðàâíûõ äðóã äðóãó) îñòðîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ ñ öåëûìè äëèíàìè ñòîðîí è ïåðèìåòðîì 24? Âûïèøèòå äëèíû òðåõ ñòîðîí
âñåõ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íå áûâàåò.

Îòâåò: 6.
Êðèòåðèè

b � ïðàâèëüíûé êðèòåðèé îñòðîóãîëüíîñòè è ëèáî ïðàâèëüíûé ñïèñîê îñòðîóãîëü-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ, íî áåç ïîëíîãî îáîñíîâàíèÿ (áåç îáîñíîâàíèÿ ñêàçàíî, ÷òî êðèòåðèþ
óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî ýòè íàáîðû äëèí, èëè ïåðåáîð íåïîëîí), ëèáî ïîëíûé ïåðåáîð ñ
àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêîé, ïðèâåäøåé ê îøèáî÷íîìó âêëþ÷åíèþ èëè èñêëþ÷åíèþ òðå-
óãîëüíèêà.

d � ïðàâèëüíûé êðèòåðèé îñòðîóãîëüíîñòè è ëèáî íåïðàâèëüíûé ñïèñîê áåç ïîäðîá-
íîãî äîêàçàòåëüñòâà èëè ñ ñóùåñòâåííûìè îøèáêàìè â äîêàçàòåëüñòâå, ëèáî îòñóòñòâèå
ñïèñêà.

* � ïîëíûé ñïèñîê âñåõ òðåóãîëüíèêîâ, à íå òîëüêî îñòðîóãîëüíûõ.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a > b > c òóïîóãîëåí, åñëè è

òîëüêî åñëè a2 > b2 + c2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ABC � òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a > b > c
ïðîòèâ âåðøèí A, B è C ñîîòâåòñòâåííî, à AB′C � òðåóãîëüíèê ñ ïðÿìûì óãëîì ∠A è
AB′ = AB, òî B è C ëåæàò ïî ðàçíóþ ñòîðîíó îò ïðÿìîé AB′, èíà÷å áû â òðåóãîëüíèêå
CBB′ áûëî ∠CBB′ > ∠ABB′ = ∠AB′B > ∠BB′C, è BC = a < B′C =

√
b2 + c2. Ïîýòîìó

èç a2 > b2 + c2 ñëåäóåò, ÷òî ∠CAB > ∠CAB′ = 90◦, îáðàòíîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïîäñ÷èòàåì òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì a > b > c, a2 <

b2 + c2, a < b + c è a + b + c = 24. Çàìåòèì, ÷òî a + (a + b + c) < (b + c) + 24 ⇒ a 6 11, è
a > (a+ b+ c)/3 = 8. Äëÿ êàæäîãî a = 8, 9, 10, 11 íóæíî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ïàð ÷èñåë (b, c),
òàêèõ ÷òî a > b > c, b + c = 24− a è b2 + c2 > a2.

Ïðè a = 8 åñòü îäíà ïàðà ÷èñåë (b, c), òàêèõ ÷òî 8 > b > c è b + c = 16: ýòî (8, 8), è
ñîîòâåòñòâóþùèé òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé.

Ïðè a = 9 åñòü äâå ïàðû ÷èñåë (b, c), òàêèõ ÷òî 9 > b > c è b + c = 15: ýòî (8, 7) è
(9, 6), îáå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó b2 + c2 > a2.

Ïðè a = 10 åñòü ÷åòûðå ïàðû ÷èñåë (b, c), òàêèõ ÷òî 10 > b > c è b + c = 14: ýòî
(7, 7), (8, 6), (9, 5) è (10, 4). Èç íèõ ïîñëåäíèå äâå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó b2 + c2 > a2,
à ïåðâûå äâå � íåò.

Ïðè a = 11 åñòü ïÿòü ïàð ÷èñåë (b, c), òàêèõ ÷òî 11 > b > c è b + c = 13: ýòî
(7, 6), (8, 5), (9, 4), (10, 3) è (11, 2). Èç íèõ òîëüêî ïîñëåäíÿÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
b2 + c2 > a2.
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8.6. Âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü ðàçáèòà íà êâàäðàòíûå êëåòêè (ñì. ðèñóíîê). Êîñòÿø-
êà äîìèíî çàíèìàåò äâå ñîñåäíèå ïî ñòîðîíå êëåòêè. Ìîæíî ëè çàïîëíèòü íåêîòîðûå èç
êëåòîê íåïåðåêðûâàþùèìèñÿ êîñòÿøêàìè äîìèíî òàê, ÷òîáû â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì
ñòîëáöå îêàçàëîñü çàïîëíåííûì íå÷åòíîå ÷èñëî êëåòîê? Åñëè ìîæíî, òî îïèøèòå êîíôè-
ãóðàöèþ, åñëè íåò, òî äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ.

Îòâåò: ìîæíî.
Ðåøåíèå. Ðàñïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷åòûðå êîñòÿøêè, êàê äâå íèæíèå ïàðû ñîïðè-

êàñàþùèõñÿ êîñòÿøåê íà ðèñóíêå. Çàòåì äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n äîáàâèì ïàðó êî-
ñòÿøåê, ïîëó÷åííóþ èç ëåâîé ïàðû ñäâèãîì íà 2n êëåòîê âëåâî è 4n êëåòîê ââåðõ, à òàêæå
ïàðó êîñòÿøåê, ïîëó÷åííóþ èç ïðàâîé ïàðû ñäâèãîì íà 2n êëåòîê âïðàâî è 4n êëåòîê
ââåðõ. Â ïîëó÷èâøåéñÿ êîíôèãóðàöèè êàæäàÿ ñòðîêà êëåòîê áóäåò ïåðåñåêàòü ðîâíî îäíó
âåðòèêàëüíóþ êîñòÿøêó (è íå áîëåå îäíîé ãîðèçîíòàëüíîé), à êàæäûé ñòîëáåö êëåòîê �
ðîâíî îäíó ãîðèçîíòàëüíóþ êîñòÿøêó (è íå áîëåå îäíîé âåðòèêàëüíîé).

Êðèòåðèè

c � ïðåäëîæåííûé ñïîñîá çàïîëíåíèÿ êîñòÿøêàìè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè íà âñþ âåðõ-
íþþ ïîëóïëîñêîñòü äàåò íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ñòðîê è ñòîëáöîâ, êîòîðûå ïåðåñå-
êàþò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êîñòÿøåê.

*c � ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è â íåâåðíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî �ïîëóïëîñêîñòü� êîíå÷íà
(íàïðèìåð, ñîñòîèò èç òåõ 50 êëåòîê, êîòîðûå öåëèêîì âèäíû íà ðèñóíêå).

f � ïðåäûäóùåå óñëîâèå íå âûïîëíåíî ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè çàïîëíåíèÿ íà âñþ ïî-
ëóïëîñêîñòü, íî âåðíî ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè íà ÷åòâåðòü ïëîñêîñòè.

d � èç òåêñòà ðåøåíèÿ íåÿñíî, êàê ðàñïðîñòðàíèòü ïðåäëîæåííûé ñïîñîá çàïîëíåíèÿ
íà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé êîíå÷íûé êóñîê ïîëóïëîñêîñòè.

d � Êîððåêòíûå (íå èñïîëüçóþùèå ïîíÿòèÿ ÷åòíîñòè ñóìì áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà
öåëûõ ÷èñåë è ò.ä.) ïîïûòêè äîêàçàòü íåâîçìîæíîñòü çàïîëíåíèÿ.

*d � ðåøåíèå çàäà÷è â íåâåðíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî �ïîëóïëîñêîñòü� êîíå÷íà, è ñ
íåçíà÷èòåëüíûìè ïðîáåëàìè â îáîñíîâàíèè.
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