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1 Êàòåãîðíûå êîíñòðóêöèè

Ñïåðâà íàïîìíèì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü (E,⊗, 1E) ýòî ñèììåòðè÷åñêàÿ ìîíîèäàëüíàÿ (∞, 1)-êàòåãîðèÿ, à X ∈ E ýòî äó-

àëèçèðóåìûé îáúåêò âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì X
f // Y ⊗X , ãäå Y ∈ E ýòî êàêîé-òî åùå îáúåêò. Òîãäà

îïðåäåëèì ñêðó÷åííûé ñëåä f êàê òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå HomE(Y, Y ) çàäàííóþ êîìïîçèöèåé

Y
coevX // X ⊗X∨

f⊗IdX∨ // Y ⊗X ⊗X∨ IdY ⊗Twist
∼

// Y ⊗X∨ ⊗X IdY ⊗ evX // Y.

Â ñëó÷àå êîãäà Y = 1E, ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñëåäà Tr(f) ∈ HomE(1E, 1E) ýíäîìîðôèçìà
äóàëèçèðóåìîãî îáúåêòà.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî åñëè E ñèììåòðè÷åñêàÿ ìîíîèäàëüíàÿ (∞, 2)-êàòåãîðèÿ, òî èìååòñÿ öåëàÿ (∞, 1)-
êàòåãîðèÿ HomE(1E, 1E). Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ñëåäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ íå
òîëüêî îáúåêòîâ, íî è ìîðôèçìîâ â ýòîé êàòåãîðèè. Âîçìîæíûì îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 1.2 (Ìîðôèçì ñëåäîâ). Ïóñòü (E,⊗, 1E) ýòî ñèììåòðè÷åñêàÿ ìîíîèäàëüíàÿ (∞, 2)-êàòåãîðèÿ,
è ïóñòü çàäàíà (íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíàÿ) äèàãðàììà

A

ϕ

��

FA // A

ϕ

��

T

{�
B

ψ

TT

FB

// B

ψ

TT

â E, ãäå A,B ∈ E ýòî äóàëèçèðóåìûå îáúåêòû, ìîðôèçì ϕ ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñîïðÿæåííûì ê ψ, à

ϕ ◦ FA
T // FB ◦ ϕ

ýòî 2-ìîðôèçì â E. Òîãäà ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

TrE(FA)
Tr(ϕ,T ) // TrE(FB)

â (∞, 1)-êàòåãîðèè HomE(1E, 1E), êîòîðîå ìû íàçûâàåì ìîðôèçìîì ñëåäîâ, èíäóöèðîâàííûì T .
Êðîìå òîãî, èìåÿ äèàãðàììó

A

ϕ1

��

FA // A

ϕ1

��

T1

{�
B

ψ1

TT

ϕ2

��

FB

// B

ψ1

TT

T2

{�

ϕ2

��
C

ψ2

TT

FC

// C

ψ2

TT

â E, ãäå ϕ1 ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñîïðÿæåííûì ê ψ1, ϕ2 ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñîïðÿæåííûì ê ψ2, à

ϕ1 ◦ FA
T1 // FB ◦ ϕ1

ϕ2 ◦ FB
T2 // FC ◦ ϕ2
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ýòî 2-ìîðôèçìû, èìååòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

Tr(ϕ2 ◦ ϕ1, T2 ◦vert T1) ' Tr(ϕ2, T2) ◦ Tr(ϕ1, T1),

ãäå çà ◦vert ìû îáîçíà÷àåì âåðòèêàëüíóþ êîìïîçèöèþ 2-ìîðôèçìîâ.

Ïðèìåð 1.3 (Êàòåãîðíûé õàðàêòåð ×åðíà). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà E = 2 Catk ýòî (∞, 2)-êàòåãîðèÿ k-
ëèíåéíûõ, ñòàáèëüíûõ, ïðåäñòàâèìûõ (∞, 1)-êàòåãîðèé è íåïðåðûâíûõ ôóíêòîðîâ, â êîòîðîé ìîíîèäàëüíàÿ
åäèíèöà ýòî (∞, 1)-êàòåãîðèÿ Vectk íåîãðàíè÷åííûõ êîìïëåêñîâ íàä k, è ïóñòü C ∈ 2 Catk ýòî êàêîé-íèáóäü

äóàëèçèðóåìûé îáúåêò âìåñòå ñ ýíäîôóíêòîðîì C
F // C . Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíò-

íîñòü

Fun2 Catk(Vectk,C)ladj
evk
∼
// Ccomp

ãäå Fun2 Catk(Vectk,C)ladj ⊆ Fun2 Catk(Vectk,C) ýòî ïîëíàÿ (∞, 1)-ïîäêàòåãîðèÿ, ïîðàæäåííàÿ òåìè ìîðôèçìà-
ìè â 2 Catk ó êîòîðûõ åñòü ïðàâûé ñîïðÿæåííûé, à Ccomp ⊆ C ýòî ïîëíàÿ (∞, 1)-ïîäêàòåãîðèÿ êîìïàêòíûõ
îáúåêòîâ.

Â ÷àñòíîñòè, èìåÿ äóàëèçèðóåìûé îáúåêò E ∈ Ccomp âìåñòå ñ ìîðôèçìîì E
t // F (E) â C ìû ìîæåì

ïðèìåíèòü (∞, 2)-êàòåãîðíûé ñëåä 1.2 ê äèàãðàììå

Vectk

ϕ

��

IdVectk // Vectk

ϕ

��

T

x�
C

ψ

SS

F
// C,

ψ

SS

ãäå ϕ ýòî ôóíêòîð ïîëó÷åíííûé èç êîìïàêòíîãî îáúåêòà E ∈ Ccomp, à T ýòî 2-ìîðôèçì, ïîëó÷åííûé èç t.
Ìû áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò

k ' Tr2 Catk(IdVectk)
Tr(ϕ,T ) // Tr2 Catk(F ) ∈ Hom2 Catk(Vectk,Vectk) ' Vectk

êàòåãîðíûì õàðàêòåðîì ×åðíà E è îáîçíà÷àòü åãî ch(E, t) ∈ Tr2 Catk(F ).

2 2-ñëåäû â ïðîèçâîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Ñîãëàøåíèå. Îòíûíå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî k ýòî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0.

Ïîíÿòèå ñëåäà î÷åíü ïîëåçíî â ïðîèçâîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Äëÿ ïðåäñòåêàX ìû áóäåì îáîçíà-
÷àòü çà QCoh(X) ñîîòâåòñòâóþùóþ (∞, 1)-êàòåãîðèþ íåîãðàíè÷åííûõ êîìïëåêñîâ êâàçè-êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ
íà X. Ñîãëàñíî [BZFN10, Theorem 1.2] äëÿ ëþáûõ ñîâåðøåííûõ ñòåêîâ X,Y ([BZFN10, De�nition 3.2]) èìååò-
ñÿ êàíîíè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü QCoh(X)⊗QCoh(Y ) ' QCoh(X × Y ), ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ áèëèíåéíîãî
ôóíêòîðà

QCoh(X)×QCoh(Y ) ∼
// QCoh(X × Y )

(F ,G) � // (q∗1F)⊗ (q∗2G)

ãäå

X X × Y
q1oo q2 // Y

ýòî îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèè. Â ÷àñòíîñòè, îáúåêò QCoh(X) ∈ Catk ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííûì, ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè îòîáðàæåíèÿìè (êî)åäèíèöû

Vectk
∆∗OX // QCoh(X ×X) ' QCoh(X)⊗QCoh(X)

QCoh(X)⊗QCoh(X) ' QCoh(X ×X)
Γ(∆∗−) // Vectk
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ãäå çà X
∆ // X ×X ìû îáîçíà÷àåì äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå, à QCoh(X)

Γ(−) // Vectk ýòî (ïðîèçâîäíûé)

ôóíêòîð ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé.
Óäîáíûì ìåòîäîì âû÷èñëåíèÿ ñëåäîâ ðàçëè÷íûõ ýíäîìîðôèçìîâ QCoh(X) ∈ Catk ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçì

ÿäåð. Ñîãëàñíî [BZFN10, Theorem 1.2] èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü (∞, 1)-êàòåãîðèé

QCoh(X ×X) ∼
// FunCatk

(
QCoh(X),QCoh(Y )

)
K

� // q2∗(K ⊗ (q∗1−)).

Ïó÷îê K îáû÷íî íàçûâàþò ÿäðîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêòîðà. Ðàñêðó÷èâàÿ îïðåäåëåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì

Ëåììà 2.1 (Ñëåä ñ ïîìîùüþ ÿäðà). Ïóñòü X ýòî ñîâåðøåííûé ñòåê, à F ýòî ýíäîìîðôèçì êàòåãîðèè
QCoh(X). Òîãäà èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

TrCatk(F ) ' Γ(X,∆∗K) ∈ Vectk,

ãäå K ∈ QCoh(X ×X) ýòî ÿäðî ôóíêòîðà F .

Èñïîëüçóÿ ëåììó âûøå, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìàëèçì ñëåäîâ íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñ ïðîèçâîäíûìè íåïî-
äâèæíûìè òî÷êàìè:

Ïðåäëîæåíèå 2.2 (Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñ ïîìîùüþ ñëåäîâ). Ïóñòü X Y
goo f // X ýòî ñîîòâåòñòâèå

ñîâåðøåííûú ñòåêîâ. Òîãäà äëÿ ïó÷êà G ∈ QCoh(Y ) èìååòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

TrCatk

(
f∗(G ⊗ g∗−)

)
' Γ(Y g=f , j∗G)

â Vectk, ãäå Y
g=f ýòî ïðîèçâîäíûé ñòåê íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñîîòâåòñòâèÿ (g, f), îïðåäåëåííûé êàê

ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèÿ

Y g=f
j //

i

��

Y

(g,f)

��
X

∆
// X ×X

ïðîèçâîäíûõ ñòåêîâ.

Êîìáèíèðóÿ ïðåäëîæåíèå âûøå è Ëåììó 2.1, ìû ïîëó÷àåì óäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå êàòåãîðíîãî õàðàêòåðà
×åðíà (1.3) â êîíòåêñòå ïðîèçâîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè:

Ïðèìåð 2.3 (Êàòåãîðíûé õàðàêòåð ×åðíà ïó÷êà). Ïóñòü X Y
goo f // X ýòî ñîîòâåòñòâèå ñîâåðøåííûõ

ïðîèçâîäíûõ ñòåêîâ, à E ∈ Perf(X) ýòî ñîâåðøåííûé ïó÷îê (èëè, ýêâèâàëåíòíî, êîìïàêòíûé/äóàëèçèðóåìûé
îáúåêò QCoh(X)) âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì t : E → f∗(G ⊗ g∗E) äëÿ êàêîãî-òî ïó÷êà G ∈ QCoh(Y ). Òîãäà
êàòåãîðíûé õàðàêòåð ×åðíà ch(E, t) (1.3) of E ïîëó÷åííûé èç äèàãðàììû

Vectk

ϕ

��

IdVectk // Vectk

ϕ

��

T

v~
QCoh(X)

ψ

SS

f∗(G⊗g∗−)
// QCoh(X)

ψ

SS

ýêâèâàëåíòåí ñêðó÷åííîìó ñëåäó (see 1.1) èíäóöèðîâàííîãî îòîðàæåíèÿ

i∗E ' j∗f∗E
j∗(b) // j∗(G ⊗ g∗E) ' j∗G ⊗ j∗g∗E ' j∗G ⊗ i∗E

â QCoh(Y g=f ), ãäå b : f∗E → G ⊗ g∗E- ýòî ìîðôèçì, ñîîòâåòñòâóþùèé t ∈ HomQCoh(X)

(
E, f∗(G ⊗ g∗E)

)
ñ

ïîìîùüþ ñîïðÿæåíèÿ f∗ a f∗.
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3 Ãîëîìîðôíàÿ ôîðìóëà Àòüè-Áîòòà äëÿ ñîîòâåòñòâèé

Êàê ïåðâîå ïðèìåíåíèå òåõíèêè 2-ñëåäîâ, ìû äîêàæåì âåðñèþ ãîëîìîðôíîé ôîðìóëû Àòüè-Áîòòà äëÿ
ñîîòâåòñòâèé. Ïóñòü X,Y ýòî ãëàäêèå, ñîáñòâåííûé k-ñõåìû, à (g, f) : Y → X×X ýòî ñîîòâåòñòâèå, òàêîå ÷òî:

� Ïîäëåæàùàÿ êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà îò ïðîèçâîäíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê Y g=f,cl äèñêðåòíà.

� Ìîðôèçì g ýòàëåí â íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ (ò.å. g ýòàëåí â êàæäîé òî÷êå y ∈ Y g=f,cl ïîäëåæàùåé êëàñ-
ñè÷åñêîé ñõåìû îò ïðîèçâîäíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê 2.2).

� Èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå 1−dyf ◦(dyg)−1 íà êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îáðàòèìî äëÿ ëþáîé òî÷êè
y ∈ Y g=f,cl.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî (g, f)-ýêâèâàðèàíòíîãî ñîâåðøåííîãî ïó÷êà (E ∈ Perf(X), b : f∗E → g!E) ìû èìååì
ñîîòâåòñòâóþùóþ äèàãðàììó

Vectk

E

��

IdVectk // Vectk

E

��

T1

qy
QCoh(X)

Γ

��

f∗g
!

// QCoh(X)

Γ

��T2qy
Vectk

IdVectk

// Vectk

â 2 Catk, à, çíà÷èò, ïðèìåíÿÿ ôîðìàëèçì 2-ñëåäîâ 1.2, êîììóòàòèâíûé òðåóãîëüíèê

k
ch(E,t) //

Tr(Γ(X,E),T2◦vertT1)

((

Tr2 Catk(f∗g
!)

Tr(Γ,T2)

��
k

â Vectk, òî åñòü ðàâåíñòâî
Tr(Γ, T2) ◦ ch(E, t) ' Tr(Γ(X,E), T2 ◦vert T1) (1)

äâóõ ÷èñåë.
Ïîñêîëüêó â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èç 2.2 ìû ïîëó÷àåì

Tr2 Catk(f∗g
!) ' Γ(Y g=f , j∗ωg) ' Γ(Y g=f ,OY g=f ) '

⊕
f(y)=g(y)

key

ãäå ey := Γ({y},Oy), à èç 2.3 ìû ïîëó÷àåì

ch(E, t) =
∑
f(y)=g(y) ch(E, t)yey, ch(E, t)y ' TrVectk(Ef(y)

by // Eg(y)),

äëÿ ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ ðàâåíñòâà 1 äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå∫
Y g=f

:
⊕

f(y)=g(y)

key ' Tr2 Catk(f∗g
!)

Tr(Γ,T2) // k

íà ey. Èç ôóíêòîðèàëüíîñòè êîíñòðóêöèè äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòüñÿ ñ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîãäà E := x∗k ýòî
ïó÷îê íåáîñêðåá â íåïîäâèæíîé òî÷êå x = f(y) = g(y). Ïîäñòàâëÿÿ x∗k â ðàâåíñòâî 1, ìû òàêèì îáðàçîì
ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 3.1 (Ãîëîìîðôíàÿ ôîðìóëà Àòüè-Áîòòà äëÿ ñîîòâåòñòâèé). Ðàâåíñòâî 1 èìååò âèä

L(E, b) =
∑

f(y)=g(y)

TrVectk(Ef(y)
by−→ Eg(y))

det(1− dyf ◦ (dyg)−1)
. (2)
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ãäå L(E, b) ∈ k ýòî ÷èñëî Ëåôøåöà ïàðû (E, b), îïðåäåëåííîå êàê ñëåä â Vectk ñîîòâåòñòâóþùåãî ýíäîìîð-
ôèçìà

Γ(X,E) // Γ(X, f∗f
∗E) ' Γ(Y, f∗E)

Γ(Y,b) // Γ(Y, g!E) ' Γ(X, g∗g
!E) // Γ(X,E)

íà ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèÿõ ïó÷êà E.

4 Èíä-êîãåðåíòíûå ïó÷êè

×òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå, ìû êîðîòêî íàïîìíèì íåêîòîðûå áàçîâûå ôàêòû îá èíä-êîãåðåíòíûõ ïó÷êàõ,
çàïèñàííûå â [GR17a, Part II] è [Gai13]. Äëÿ X ∈ Schaft ([GR17a, Chapter 4, 1.1.1]) ìû îïðåäåëÿåì (∞, 1)-
êàòåãîðèþ èíä-êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà X îáîçíà÷àåìóþ ICoh(X) êàê èíä-ïîïîëíåíèå

ICoh(X) := Ind(Coh(X)),

ãäå Coh(X)- ýòî (∞, 1)-êàòåãîðèÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà X.
Íàì áóäóò èíòåðåñíû ñëåäóþùèå áàçîâûå ñâîéñòâà ýòîé êîíñòðóêöèè

Ïðåäëîæåíèå 4.1.

1) ([GR17a, Chapter 4, Proposition 2.1.2, Proposition 2.2.3]) Èíä-êîãåðåíòíûå ïó÷êè ïîäíèìàþòñÿ äî ôóíêòîðà

Schaft
ICoh∗ // Catk .

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà X
f // Y â Schaft èíäóöèðîâàííàÿ äèàãðàììà

ICoh(X)
ΨX //

f∗

��

QCoh(X)

f∗

��
ICoh(Y )

ΨY

// QCoh(Y )

êîììóòèðóåò, ãäå ôóíêòîð ICoh(X)
ΨX // QCoh(X) ïîëó÷åí èíä-ðàñøèðåíèåì êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ Coh(X) ⊆

QCoh(X) (è àíàëîãè÷íî äëÿ Y ).

2) ([GR17a, Chapter 4, Corollary 5.1.12]) Èíä-êîãåðåíòíûå ïó÷êè ïîäíèìàþòñÿ äî ôóíêòîðà

Schop
aft,proper

ICoh!
// Catk,

òàêîãî ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ìîðôèçìà X
f // Y â Schaft èíäóöèðîâàííûé ôóíêòîð f ! := ICoh!(f)

ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîïðÿæåííûì ê f∗.

3) ([GR17a, Chapter 4, Proposition 6.3.7; Chapter 5, Theorem 4.2.5]) Äëÿ ëþáîãî X ∈ Schaft êàòåãîðèÿ ICoh(X)

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêè ìîíîèäàëüíîé, è äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ìîðôèçìà X
f // Y èíäóöèðîâàííûé

ôóíêòîð f ! ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêè ìîíîèäàëüíûì. Ìîíîèäàëüíàÿ åäèíèöà çàäàíà äóàëèçèðóþùèì ïó÷-

êîì ωICoh
X ' p!k, ãäå X

p // ∗ ýòî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, à k ∈ ICoh(∗) ' Vectk. Áîëåå òîãî, îáúåêò
ICoh(X) ∈ Catk ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííûì.

Ïðèìåð 4.2. Ïóñòü X- ýòî ãëàäêàÿ, êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà. Ñîãëàñíî [GR17a, Lemma 1.1.3] â ýòîì ñëó÷àå ôóíê-

òîð ICoh(X)
ΨX // QCoh(X) ýòî ýêâèâàëåíòíîñòü (∞, 1)-êàòåãîðèé. Â ÷àñòíîñòè, ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü

ICoh(X) ñ QCoh(X) ñ ïîäêðó÷åííîé ñèììåòðè÷åñêîé ìîíîèäàëüíîé ñòðóêòóðîé

F
!
⊗G ' F ⊗ G ⊗ ω−1

X ,

ãäå ωX ∈ QCoh(X) ýòî QCoh-äóàëèçèðóþùèé ïó÷îê.
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Ìû òàê æå ìîæåì ïðèìåíèòü ôîðìàëèçì 2-ñëåäîâ äëÿ ôóíêòîðà ìåæäó (∞, 1)-êàòåãîðèÿìè èíä-êîãåðåíòíûõ
ïó÷êîâ. Ñîãëàñíî [GR17a, Chapter 5, Theorem 4.1.2] ÷àñòè 2, 3 ïðåäëîæåíèÿ âûøå ìîãóò áûòü óñèëåíû: èíä-
êîãåðåíòíûå ïó÷êè ïîäíèìàþòñÿ äî ñèììåòðè÷åñêîãî ìîíîèäàëüíîãî ôóíêòîðà

Corr(Schaft)
proper // 2 Catk,

ãäå Corr(Schaft) ýòî ñèììåòðè÷åñêàÿ ìîíîèäàëüíàÿ (∞, 2)-êàòåãîðèÿ ñîîòâåòñòâèé ([GR17a, Chapter 7, Chapter
5]).

Òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàÿ ìîðôèçì ñëåäîâ 1.2 â (∞, 1)-êàòåãîðèè ñîîòâåòñòâèé (÷òî ñîñòîèò èç ïðîñòîãî
äèàãðàììíîãî ïîèñêà), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 4.3. Ïóñòü (X, gX)
f // (Y, gY ) ýòî ñîáñòâåííûé, ýêâèâàðèàíòíûé ìîðôèçì â Schaft. Òîãäà

èíäóöèðîâàííûé ìîðôèçì ñëåäîâ

Γ(XgX , ωXgX ) ' Tr2 Catk(gX∗)
Tr2Catk

(f∗) // Tr2 Catk(gY ∗) ' Γ(Y gY , ωY gY )

ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ôóíêòîðà ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé Γ(Y gY ,−) ê ìîðôèçìó

(fg)∗ωXgX ' (fg)∗(f
g)!ωY gY

// ωY gY

â ICoh(X) èíäóöèðîâàííîìó êîåäèíèöåé ñîïðÿæåíèÿ (fg)∗ a (fg)!, ãäå XgX
fg

// Y gY ýòî èíäóöèðîâàííîå
ìîðôèçìîì f îòîáðàæåíèå íà ïðîèçâîäíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ.

5 Êàòåãîðíûé õàðàêòåð ×åðíà â òåðìèíàõ êëàññè÷åñêîãî

Â ýòîé ñåêöèè ìû îáñóæäàåì, êàê êàòåãîðíûé õàðàêòåð ×åðíà 1.3 ñâÿçàí ñ êëàññè÷åñêèì.
Ïóñòü X ýòî êâàçè-êîìïàêòíàÿ ñõåìà, à (E, t)- ýòî ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç ñîâåðøåííîãî ïó÷êà E ∈ QCoh(X)

è ýíäîìîðôèçìà t : E // E . Ïðèìåíÿÿ ôîðìàëèçì 2-ñëåäîâ ê èíäóöèðîâàííîé äèàãðàììå

Vectk

ϕ

��

IdVectk // Vectk

ϕ

��

T

v~
QCoh(X)

ψ

SS

IdQCoh(X)

// QCoh(X)

ψ

SS

ìû ïîëó÷àåì êàòåãîðíûé õàðàêòåð ×åðíà

ch(E, t) ∈ Γ(XIdX=IdX ,OXIdX=IdX ),

ãäå
XIdX=IdX := X ×X×X X

ýòî ïðîèçâîäíîå ñàìîïåðåñå÷åíèå äèàãîíàëè. Ìû îáîçíà÷àåì ýòî ñàìîïåðåñå÷åíèå êàê LX è íàçûâàåì ïðî-

èçâîäíûì ïðîñòðàíñòâîì ïåòåëü X, ò.ê. èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü LX ' Map(S1, X) ïðîèç-
âîäíûõ ñòåêîâ.

Èñïîëüçóÿ 2.3 ìû ñðàçó æå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

ch(E, t) ' TrQCoh(LX)

(
i∗E

β
' i∗E

i∗(t) // i∗(E)

)
,

ãäå ýêâèâàëåíòíîñòü β ïîëó÷åíà èç êàíîíè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè IdX ◦i ' i íà ïðîèçâîäíûõ íåïîäâèæíûõ
òî÷êàõ òîæäåñòâåííîãî ìîðôèçìà.
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Òåïåðü ìû õîòèì äàòü áîëåå êîíêðåòíîå îïèñàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè β. Ãëàâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî ïåòåëü

LX i // X

ñõåìû X ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíîé ãðóïïîé íàä X (ãäå ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà çàäàíà êîìïîçèöèåé ïåòåëü). Ýòî
ïîçâîëÿåò íàì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.2 ([GR17b, Chapter 7, Theorem 3.6.2, Proposition 5.1.2, and Corollary 3.2.2]).

1. Èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

Grp(M̂oduli/X)
LieX
∼

// LAlg(ICoh(X)),

ìåæäó (∞, 1)-êàòåãîðèÿìè ôîðìàëüíûõ ãðóïï íàä X è àëãåáð Ëè â ICoh(X). Áîëåå òîãî, äëÿ ôîðìàëüíîé

ãðóïïû Ĝ ∈ Grp(M̂oduli/X) ïîäëåæàùèé èíä-êîãåðåíòíûé ïó÷îê àëãåáðû Ëè LieX(Ĝ) ∈ LAlg(ICoh(X))

ýêâèâàëåíòåí TĜ/X,e := e!TĜ/X , ãäå X
e // Ĝ ýòî åäèíèöà, à çà T ìû îáîçíà÷àåì êàñàòåëüíûé ïó÷îê.

2. Äëÿ Ĝ ∈ Grp(M̂oduli/X) èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü (∞, 1)-êàòåãîðèé

RepĜ(ICoh(X)) ∼
// ModLieX(Ĝ)(ICoh(X)).

3. Ïóñòü Ĝ ∈ Grp(M̂oduli/X) ýòî ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà íàä X. Òîãäà èìååòñÿ ôóíêòîðèàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

V(LieX(Ĝ))
expĜ

∼
// Ĝ

ôîðìàëüíûõ çàäà÷ ìîäóëåé íàä X, ãäå V(LieX(Ĝ)) ýòî âåêòîðíûé ïðåäñòåê îò LieX(Ĝ).

Ñëåäñòâèå 5.3. [Õîõøèëüä-Êîñòàíò-Ðîçåíáåðã] Êîìáèíèðóÿ 4.2 ñ 3 ÷àñòüþ òåîðåìû âûøå, ìû âèäèì ÷òî
äëÿ ãëàäêîé ñõåìû X èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

Spec/X Sym(LX [1]) ∼
// LX

ôîðìàëüíûõ çàäà÷ ìîäóëåé íàä X. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîñòü

π0Γ(LX,OLX) '
dimX⊕
p=0

Hp(X,ΩpX).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ïó÷îê E ∈ QCoh(X) èìååò êàíîíè÷åñêóþ LX-ýêâèâàðèàíòíóþ ñòðóêòóðó,
çàäàííóþ

QCoh(X)
q∗2 // QCoh(X ×X)

c∗ // QCoh(B/XLX) = RepLX(QCoh(X)),

ãäå B/XLX ' ̂(X ×X)∆ ∈ PreStack/X ýòî ðàñïåòëèâàíèå LX íàä X (êàê ôîðìàëüíîé çàäà÷è ìîäóëåé), à

çà B/XLX
c // X ×X îáîçíà÷åí êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì. Áîëåå òîãî, ñ ïîìîùüþ íåñëîæíîé ìàíèïóëÿöèè

äèàãðàììàìè, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 5.4. Ýíäîìîðôèçì i∗E
β
' i∗E ýêâèâàëåíòåí ìîðôèçìó i∗αE , ãäå αE ýòî ìîðôèçì äåéñòâèÿ

LX íà E.

Òàêèì îáðàçîì, êîìáèíèðóÿ âòîðóþ ÷àñòü Òåîðåìû 5.2 ñ ïðèìåðîì 4.2, ìû âèäèì ÷òî â ñëó÷àå ãëàäêîãî
X ìîðôèçì äåéñòâèÿ αE ìîæåò áûòü îïèñàí â òåðìèíàõ äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè LieX(LX) '
TX [−1] â êàòåãîðèè QCoh(X). Ýòî äåéñòâèå ìîæíî îïèñàòü êîíêðåòíî: ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïðè X = BGm ýòî
äåéñòâèå çàäàåòñÿ ïåðâûì êëàññîì ×åðíà, à ïîòîìó, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ðàñùåïëåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì
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Ïðåäëîæåíèå 5.5 (ßâíîå îïèñàíèå êàòåãîðíîãî õàðàêòåðà ×åðíà). Ïóñòü X ýòî ãëàäêàÿ, ñîáñòâåííàÿ ñõåìà,

à E ∈ QCoh(X) ýòî ñîâåðøåííûé ïó÷îê ñ ýíäîìîðôèçìîì E
t // E . Òîãäà â òåðìèíàõ ýêâèâàëåíòíîñòè

Õîõøèëüäà-Êîñòàíòà-Ðîçåíáåðãà 5.3 èìååòñÿ ðàâåíñòâî

ch(E, t) = TrQCoh(LX)

(
i∗E ∼

exp(At(E)) // i∗E
i∗(t) // i∗E

)
ýëåìåíòîâ

⊕
p

Hp(X,ΩpX), ãäå At(E)- ýòî êëàññ Àòüè E.

Ñëåäñòâèå 5.6. Ïóñòü E ∈ QCoh(X) ýòî ñîâåðøåííûé ïó÷îê. Òîãäà â òåðìèíàõ ýêâèâàëåíòíîñòè Õîõøèëüäà-
Êîñòàíòà-Ðîçåíáåðãà êàòåãîðíûé õàðàêòåð ×åðíà ch(E, IdE) ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì õàðàêòåðîì ×åðíà
ch(E).

6 Êëàññ Òîääà êàê ìîðôèçì ñëåäîâ

Ïóñòü X ýòî ãëàäêàÿ, ñîáñòâåííàÿ ñõåìà. Â ýòîé ñåêöèè ìû õîòèì äàòü ÿâíîå îïèñàíèå ìîðôèçìó ñëåäîâ

Γ(LX,OLX)
Tr2Catk

(−⊗OX)

∼
// Γ(LX,ωLX)

èíäóöèðîâàííîìó äèàãðàììîé

QCoh(X)

−⊗OX

��

IdQCoh(X) // QCoh(X)

−⊗OX

��
ICoh(X)

IdICoh(X)

// ICoh(X).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 6.1. Îðèåíòàöèÿ ñõåìû ïî÷òè êîíå÷íîãî Z ýòî âûáîð ýêâèâàëåíòíîñòè OZ ' ωZ â QCoh(Z).

Çàìå÷àíèå 6.2. Êàæäàÿ îðèåíòàöèÿ u : OZ ' ωZ äàåò ýêâèâàëåíòíîñòü

Γ(Z,OZ)
u
∼
// Γ(Z, ωZ) ' Γ(Z,OZ)∨.

Ïðèìåð 6.3 (Îðèåíòàöèÿ Ñåððà). Îáîçíà÷èì çà LX i // X êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå. Ïðîåêöèÿ íà
ñòàðøóþ êîìïîíåíòó

i∗OLX ' SymQCoh(X)(ΩX [1]) // ωX

äàåò ýêâèâàëåíòíîñòü

uS : OLX ∼
// i!ωX ' ωLX

êîòîðóþ ìû íàçûâàåì îðèåíòàöèåé Ñåððà.
Èíäóöèðîâàííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

⊕
p

Γ(X,ΩpX [p]) ' Γ(X,OLX) ' Γ(X,OLX)∨ '

(⊕
p

Γ(X,ΩpX [p])

)∨
çàäàíà êëàññè÷åñêîé äâîéñòâåííîñòüþ Ïóàíêàðå.

Ïðèìåð 6.4 (Êàíîíè÷åñêàÿ îðèåíòàöèÿ). Ïðîèçâîäíûé ñòåê íåïîäâèæíûõ òî÷åê Xg (2.2) ýíäîìîðôèçìà

X
g // X îáëàäàåò êàíîíè÷åñêîé îðèåíòàöèåé, çàäàííîé öåïî÷êîé ýêâèâàëåíòíîñòåé

uC : OXg ' i∗ωX ⊗ i∗ω−1
X ' i∗ωX ⊗ i∗ωX/X×X ' i∗ωX ⊗ ωXg/X ' i!ωX ' ωXg .

Ñëåäñòâèå 6.5. Ïðîèçâîäíîå ïðîñòðàíñòâî ïåòåëü LX = XIdX ñõåìû X òàê æå îáëàäàåò êàíîíè÷åñêîé
îðèåíòàöèåé.
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Èñïîëüçóÿ âàðèàöèþ (∞, 2)-êàòåãîðèè ñîîòâåòñòâèé, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 6.6. Ìîðôèçì ñëåäîâ

⊕
p Γ(X,ΩpX [p]) ' Tr(IdQCoh(X))

Tr(Id(−⊗OX )) // Tr(IdQCoh(X)) '
(⊕

p Γ(X,ΩpX [p])
)∨

èíäóöèðîâàííûé QCoh(X)
−⊗OX // ICoh(X) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç êàíîíè÷åñêîé îðèåíòàöèè uC íà LX.

Ñëåäñòâèå 6.7. Ìîðôèçì ñëåäîâ

⊕
p Γ(X,ΩpX [p])

Tr(Id(−⊗OX )) //
(⊕

p Γ(X,ΩpX [p])
)∨ Poincar�e'

⊕
p Γ(X,ΩpX [p]).

ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç êîìïîçèöèè u−1
S ◦ uC . Èíà÷å ãîâîðÿ, îí èçìåðÿåò ðàçíèöó ìåæäó êàíîíè÷åñêîé îðè-

åíòàöèåé è îðèåíòàöèåé Ñåððà íà LX.

Íàêîíåö, ìû õîòèì äàòü êîíêðåòíîå îïèñàíèå u−1
S ◦ uC . Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì, ÷òî LX i // X ÿâëÿåòñÿ

ôîðìàëüíîé ãðóïïîé íàä X, ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðîé Ëè TX [−1]. Áîëåå òîãî:

1. Êàæäàÿ òðèâèàëèçàöèÿ TLX/X ' i∗TX [−1] of TLX/X äàåò îðèåíòàöèþ LX.

2. Â òåðìèíàõ ýòîé êîíñòðóêöèè, êàíîíè÷åñêàÿ îðèåíòàöèÿ è îðèåíòàöèÿ Ñåððà LX ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
èç êàíîíè÷åñêîé è àáåëåâîé ñòðóêòóðû àëãåáðû Ëè íà TX [−1].

Èñïîëüçóÿ ýòî, íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ u−1
S ◦ uC èçìåðÿåò ðàçíèöó ìåæäó êàíîíè÷åñêîé è

àáåëåâîé ñòðóêòóðîé àëãåáðû Ëè íà TX [−1]:

Ñëåäñòâèå 6.8. Ýêâèâàëåíòíîñòü u−1
S ◦ uC ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê äåòåðìèíàíò ýêâèâàëåíòíîñòè

d expLX : i∗TX [−1]
can' TLX/X

ab' i∗TX [−1].

Àíàëîãè÷íî ñõîæåìó óòâåðæäåíèþ â ìèðå âåùåñòâåííûõ ãðóïï Ëè, â ìèðå ôîðìàëüíûõ ãðóïï Ëè èìååòñÿ
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 6.9. Let Ĝ be a formal group over X such that g := LieX(Ĝ) ∈ Coh<0. Then

d expĜ =
1− e− adg

adg
.

Òàêèì îáðàçîì, êîìáèíèðóÿ ñëåäñòâèå 6.7, ñëåäñòâèå 6.8 è òåîðåìó 6.9, ìû ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 6.10. Ïóñòü X ýòî ãëàäêàÿ, ñîáñòâåííàÿ ñõåìà. Òîãäà â òåðìèíàõ îðèåíòàöèè Ñåððà è èçîìîðôèçìà
Õîõøèëüäà-Êîñòàíòà-Ðîçåíáåðãà ìîðôèçì ñëåäîâ⊕

p

Γ(X,ΩpX [p]) ' π∗ Tr2 Catk(IdQCoh(X))
Tr2Catk

(−⊗OX)
// π∗ Tr2 Catk(IdICoh(X)) '

⊕
p

Γ(X,ΩpX [p])

çàäàí óìíîæåíèåì íà êëàññ Òîääà tdX .

7 Òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà-Ãðîòåíäèêà

Â ýòîé ñåêöèè ìû îáñóæäàåì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü êëàññè÷åñêóþ è ýêâèâàðèàíòíóþ âåðñèè òåîðåìû
Ðèìàíà-Ðîõà-Ãðîòåíäèêà ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà ñëåäîâ.

Ïóñòü X
f // Y ýòî ìîðôèçì ãëàäêèõ, ñîáñòâåííûé k-ñõåì, à E ýòî ñîâåðøåííûé ïó÷îê X. Èñïîëüçóÿ

ôóíêòîðèàëüíîñòü ìîðôèçìà ñëåäîâ, ìû âèäèì, ÷òî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

Vectk
E⊗− // QCoh(X)

⊗OX∼
��

f∗ // QCoh(Y )

⊗OY∼
��

ICoh(X)
f∗

// ICoh(Y )
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â 2 Catk ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ôîðìàëèçìà 2-ñëåäîâ äàåò êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

k
Tr2Catk

(E⊗−)
//

Tr2Catk
(f∗(E)⊗−)

**
Tr2 Catk(IdQCoh(X))

Tr2Catk
(−⊗OX)

��

// Tr2 Catk(IdQCoh(Y ))

Tr2Catk
(−⊗OY )

��
Tr2 Catk(IdICoh(X))

Tr2Catk
(f∗)

// Tr2 Catk(IdICoh(X))

(3)

â Vectk. Áîëåå òîãî:

� Èç ñëåäñòâèÿ 5.6 ìû âèäèì, ÷òî â òåðìèíàõ ýêâèâàëåíòíîñòåé

π0 Tr2 Catk(IdQCoh(X)) '
⊕
p

Hp(X,ΩpX) π0 Tr2 Catk(IdQCoh(Y )) '
⊕
p

Hp(Y,ΩpY ).

ìîðôèçìû ñëåäîâ Tr2 Catk(E ⊗−) è Tr2 Catk(f∗(E)⊗−) ñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèìè õàðàêòåðàìè ×åðíà
ïó÷êîâ E è f∗E.

� Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 4.3 ìû âèäèì, ÷òî â òåðìèíàõ ýêâèâàëåíòíîñòåé

π0 Tr2 Catk(IdICoh(X)) '
⊕
p

Hp(X,ΩpX)∨ π0 Tr2 Catk(IdICoh(Y )) '
⊕
p

Hp(Y,ΩpY )∨

ìîðôèçì ñëåäîâ, èíäóöèðîâàííûé ôóíêòîðîì ICoh(X)
f∗ // ICoh(Y ) , ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ïðÿ-

ìûì îáðàçîì íà ãîìîëîãèÿõ.

� Èç òåîðåìû 6.10 ìû âèäèì, ÷òî â òåðìèíàõ äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå⊕
p

Hp(X,ΩpX) '
⊕
p

Hp(X,ΩpX)∨

ìîðôèçì ñëåäîâ Tr2 Catk(−⊗OX) çàäàí óìíîæåíèåì íà êëàññ Òîääà tdX .

Ñóììèðóÿ ïóíêòû âûøå, ìû ïîëó÷àåì:

Òåîðåìà 7.1 (Ðèìàí-Ðîõ-Ãðîòåíäèê). Ïóñòü X
f // Y ýòî ìîðôèçì ãëàäêèõ, ñîáñòâåííûõ ñõåì, à E ∈

Perf(X) ýòî ñîâåðøåííûé ïó÷îê íà X. Òîãäà äèàãðàììà 3 äàåò ðàâåíñòâî

f∗(ch(E) tdX) = ch(f∗(E)) tdY ∈
⊕
p

Hp(Y,ΩpY ).

Ñëåäîâûå òåõíèêè òàê æå ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ýêâèâàðèàíòíóþ âåðñèþ ôîðìóëû Ðèìàíà-Ðîõà-Ãðîòåíäèêà.
À èìåííî, ïóñòü

XgX
'' f // Y gY

xx

ýòî ýêâèâàðèàíòíûé ìîðôèçì ãëàäêèõ, ñîáñòâåííûõ ñõåì.
Òîãäà äëÿ ëàêñ gX -ýêâèâàðèàíòíîãî, ñîâåðøåííîãî ïó÷êà E íà X ìû ìîæåì ïîñòðîèòü äèàãðàììó

Vectk
E // QCoh(X)

gX∗

��

⊗OX∼
��

f∗ // QCoh(Y )

gY ∗

��

⊗OY∼
��

ICoh(X)

gX∗

WW f∗

// ICoh(Y )

gY ∗

WW

(4)
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â Catk, ïîñëå ÷åãî ïðèìåíèòü ê íåé ôîðìàëèçì 2-ñëåäîâ.
×òîáû ïîëó÷èòü ÿâíîå îïèñàíèå ðåçóëüòàòà, íàì íåîáõîäèìî áîëåå êîíêðåòíîå îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñòåêîâ ïðîèçâîäíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïóñòü (W, g) ãëàäêàÿ ñõåìà âìåñòå ñ ýíäîìîðôèçìîì W
g // W

òàêèì ÷òî ïðèâåäåííàÿ êëàñè÷åññêàÿ ñõåìà W g := H0(W g)red ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Îáîçíà÷èì çà W g
j // W

êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå, à çà N∨g åãî êîíîðìàëüíîå ðàññëîåíèå. Â ÷àñòíîñòè, äåéñòâèå g íà Ω1
W äàåò ýíäîìîð-

ôèçì N∨g
g∗|Ng // N∨g .

Êîìáèíèðóÿ [GR17b, Chapter 1, Proposition 8.3.2] è íåêîòîðûå ïðÿìîëèíåéíûå âûèñëåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 7.2 (Òåîðåìà ëîêàëèçàöèè). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì jg : LW g // W g ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

2. Äåòåðìèíàíò det(1− g∗|N∨g ) ∈ Γ(W g,OW g ) îáðàòèì.

Ñëåäñòâèå 7.3. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû âûøå, ìû ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîñòü

Γ(W g,OW g )
(jg)∗

∼
// Γ(LW g,OLW g ) '

⊕
p Γ(W g,Ωp

W g
[p])

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî íåýêâèâàðèàíòíîìó ñëó÷àþ, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ëîêàëèçàöèè 7.2 ìû ïîëó÷àåì:

Òåîðåìà 7.4 (Ýêâèâàðèàíòíàÿ òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà-Ãðîòåíäèêà). Ïóñòü (X, gX)
f // (Y, gY ) ýòî ýêâèâà-

ðèàíòíûé ìîðôèçì ãëàäêèõ, ñîáñòâåííûõ ñõåì, òàêîé ÷òî:

� Ïðèâåäåííûå íåïîäâèæíûå ëîêóñû XgX and Y gY ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè,

� Èíäóöèðîâàííûå ìîðôèçìû 1− (g∗X)|N∨gX
è 1− (g∗Y )|N∨gY

íà êîíîðìàëüíûõ ðàññëîåíèÿõ ÿâëÿþòñÿ îáðà-
òèìûìè.

Òîãäà äëÿ ñîâåðøåííîãî ëàêñ gX -ýêâèâàðèàíòíîãî ïó÷êà (E, t) íà X ìîðôèçì ñëåäîâ, ïîëó÷åííûé èç äèà-
ãðàììû 4, äàåò ðàâåíñòâî

(fg)∗

(
ch(E, t)

tdXgX

egX

)
= ch

(
f∗(E, t)

) tdY gY

egY

â
⊕

pH
p(Y gY ,Ωp

Y gY
), ãäå egX ýòî ýêâèâàðèàíòíûé êëàññ Ýéëåðà, îïðåäåëÿåìûé êàê

ch
(

Sym(N∨gX [1]),Sym(gX
∗
|N∨gX [1])

)
∈ π0Γ

(
LXgX ,OLXgX

)
,

è àíàëîãè÷íî äëÿ Y .
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