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Введение

Область исследования

Вопросы оптимальности распределения ресурсов в системе исследуются ма-

тематиками с относительно давнего времени. Множество примеров в области

финансов, физики, информационных технологий и массового обслуживания

показывают, что интуитивные подходы к оптимизации могут дать резуль-

таты, далекие от реального оптимума. В частности, возникают ситуации, в

которых добавление дополнительного ресурса в систему приводит к ухудше-

нию общей производительности. В качестве примера приведем знаменитый

парадокс Браеса [1], описывающий теоретическую (в виде графа) конфигу-

рацию дорог, в которой строительство новой соединительной дороги может

замедлить среднее движение участника, даже если количество машин оста-

ётся постоянным. И наоборот, закрытие одной дороги в сети Браеса позволит

всем автомобилям в среднем проехать свой путь быстрее. Также выделяются

и другие ситуации такого рода из области вычислительных систем [2].

В классических вопросах оптимизации рассматривают детерминированные

системы, что приводит к задачам оптимального управления (см., например,

[3], [4]). В системах, описывающих процессы во времени, такие, как обмен ин-

формации в коммуникационной сети, установление связей в социальной сети,

движение и обмен энергии частиц, взаимодействие игроков на рынке, большое

значение приобретают вероятностные модели процессов. Если берется агре-
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гированный показатель деятельности системы за некоторый период, то мы

получаем задачу, не содержащую время, как параметр. Одной из, возможно,

наименее исследованных с точки зрения строгих математических результатов

задач такого рода является оптимальное налогообложение. Влияние налого-

обложения на экономику рассматривалось на практике скорее интуитивно.

Более строгие исследования в этой области были начаты специалистами по

математической экономике по двум основным направлениям: влияние изме-

нения налога на распределение различных благ в экономике (см. [5]) и вопро-

сы оптимального подоходного налогообложения. По второй тематике упомя-

нем весьма известную статью нобелевского лауреата Д.А. Миррлиса [6], его

обзор [7], а также работы [8], [9]. Также в математической экономике выде-

ляют товарное налогообложение (см. [10]), но конкретные математические

модели не имеют строгой привязки к конкретному экономическому вопросу

и фигурируют в разных смыслах в самых разных областях. Изложим поста-

новку вопроса, исследованного автором в работах [11] (в соавторстве с С. Н.

Поповой) и [12]. Нами будут рассмотрена модель подоходного налога и опти-

мизационная задача в этой модели, мотивированная работами [13] и [14]. Эта

задача состоит в максимизации интегрального функционала на пространстве

возрастающих функций при наличии нелинейного ограничения, приводяще-

го к довольно сингулярным объектам. Поэтому, в отличие от немалого числа

работ из прикладной экономики с применением эвристических методов, поз-

воляющих дифференцировать все нужные функции и считать, что в точках

экстремума они имеют нулевые производные, строгий математический ана-

лиз задачи приводит к интересным вопросам теории функций.

Мы будем считать, что экономический субъект есть абстрактный объект

некого класса, полностью характеризуемого типом производительности θ ∈

Θ ⊂ Rn
+. Субъекты распределены по типам согласно вероятностной мере P
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на Θ (вообще, мера должна быть вероятностной с точностью до нормиро-

вания, но для удобства мы будем далее считать ее просто вероятностной,

это не повлияет на анализ). Обозначим через l ∈ Rn
+ трудозатраты данного

субъекта. В результате скалярного произведения мы имеем численный до-

ход y = (θ, l) и полезность U(θ, l) = y − T (y) − f(l), где T (y) есть налог,

собираемый с дохода y, определенный регулятором, а f(l) есть функция от

трудозатрат, описывающая возникающие при деятельности субъекта финан-

совые издержки. Полезность может пониматься как чистая прибыль субъекта

после понесения издержек. Также уточняется, что f(l) — дважды непрерыв-

но дифференцируемая, возрастающая, строго выпуклая функция. Исходя из

соображений здравого смысла, T (y) и y − T (y) являются возрастающими

неотрицательными непрерывными функциями. Обычно мы также предпола-

гаем, что функция T — выпуклая, что имеет смысл, исходя из того, что налог

предполагается растущим быстрее для больших доходов. Для данного типа

производительности θ и фиксированной налоговой функции T мы решаем

оптимизационную задачу

max
li>0 ∀i

U(θ, l) = max
l∈Rn

+

((θ, l)− T (θ, l)− f(l)). (1)

Взяв точки максимума lmax(θ) для всех θ и соответствующие этим точкам зна-

чения ymax(θ) = (θ, lmax(θ)), мы определяем правительственный доход

R(T ) =

∫
Θ

T (ymax(θ))P (dθ). (2)

По аналогии полная полезность в экономике может быть определена как∫
Θ

U(θ, lmax(θ))P (dθ).

Задача монополиста

При рассмотрении взаимодействия игроков (покупателей) в экономических

моделях возникают задачи монополиста, многомерного скрининга и аукци-
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она [15], [16], [17], [18]. Предметом иccледования является функционал типа

Дирихле

Φ(u) =

∫
X

(
⟨x,∇u⟩ − u− φ(∇u)

)
ρdx,

где X = [0, 1]n а φ — выпуклая функция на X, ρ — вероятностная плотность

на X. Задача состоит в максимизации функционала Φ.

В работе [15] была получена эквивалентная формулировка задачи монополи-

ста в форме поиска максимума функционала Φ на множестве U0 выпуклых

и покоординатно возрастающих функций на X, равных нулю в начале коор-

динат (максимизация полной выручки).

В работе [17] было предложено другое представление функционала Φ. В

предположении достаточной гладкости ρ проинтегрируем по частям слага-

емое ∫
X

⟨x,∇u⟩ρdx.

Это даст следующее представление на множестве всех липшицевых функ-

ций: ∫
X

(
⟨x,∇u⟩ − u

)
ρdx+ u(0) =

∫
X

udm,

где m — мера конечной вариации со свойством m(X) = 0. Отметим, что

m содержит сингулярные компоненты, в том числе дельта-функцию в нуле

и нетривиальную меру на ∂X. Таким образом, задача аукциона для одного

покупателя сводится к задаче поиска∫
X

udm → max

на множестве U(X)∩Lip1(X). Как показано в работе [17], это представление

позволяет найти связь исходной задачи с транспортной задачей с функцией

стоимости c(x, y) = |x − y| и соответствующим расстоянием W1. А имен-

но, задача аукциона оказывается двойственной к транспортной в следующем
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смысле

max
u∈U(X)∩Lip1(x)

∫
X

udm = min
m+⪯γ1,m−⪰γ2

W1(γ1, γ2). (3)

Здесь m = m+ − m− — разложение m на положительную и отрицатель-

ную части, γi — неотрицательные меры со свойством m+(X) = m−(X) =

γ1(X) = γ2(X); µ1 ⪯ µ2 означает, что для каждой функции u ∈ U выполнено∫
X udµ1 ≤

∫
X udµ2.

В работе [18] было доказано следующее соотношение, обобщающее (3):

sup
u∈U(X)

Φ(u) = inf
c∈C

∫
X

φ∗(c)ρdx, (4)

где C — множество векторных полей со свойством

C =
{
c :

∫
X

udm ≤
∫
X

⟨∇u, c⟩ρdx, ∀u ∈ U(X)
}
.

Для достаточно регулярных полей это соотношение можно переписать в сле-

дующем виде

m ⪯ −div(c · ρ),

поэтому соотношение (4) приобретает форму

sup
u∈U(X)

Φ(u) = inf
m⪯π

Beckρ,φ∗(π), (5)

где

Beckρ,φ∗(m) = inf
c:div(c·ρ)=−m

∫
X

φ∗(c)ρdx

есть функционал Бекмана, предложенный в работе [19] для моделирования

транспортных потоков. В Главе 4 настоящей диссертации будет показано, что

функционал в правой части (5) достигает минимума.

Система очередей

Помимо представления системы с ограниченным ресурсом в виде вероятност-

ного распределения элементов этой системы, выделяют такой мощный ин-

струмент, как сетевое представление. А именно рассматривается сеть (граф)
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из вершин и связей (ребер) между ними, где у каждой вершины и у каждой

связи есть свои качества. В рамках сети происходят процессы возникновения

и обработки некоторых условных запросов (задач), которые моделируются

стохастическими процессами. Эти процессы требуют от сети распределения

ресурса для оптимизации своей работы. В природе можно наблюдать приме-

ры таких систем, которые распределенным образом сами оптимизируют свою

деятельность, исходя из естественных законов. Поведение жидкости или га-

за можно приблизить до микроскопического уровня, рассматривая процесс с

точки зрения механики каждой молекулы, причем ребра виртуального гра-

фа будут описывать физическое взаимодействие между частицами. На этом

уровне детализации норма скорости молекулы выглядит как случайный про-

цесс со стационарным распределением, найденным Максвеллом и позже об-

суждавшимся Эрлангом ([24]). Переходя к большему масштабу, мы получим

агрегированное описание, которое оперирует такими величинами, как темпе-

ратура и давление. Точно так же поведение электронов в энергосети можно

описать в терминах случайных блужданий, и этот простой способ моделиро-

вания приводит к очень сложному поведению на макроскопическом уровне:

структура потенциалов в сети резисторов такова, что она минимизирует рас-

сеивание тепла при данном уровне протекающего тока ([25]). Локальное, слу-

чайное поведение электронов заставляет сеть в целом решать довольно слож-

ную задачу оптимизации.

При рассмотрении коммуникационных сетей можно представить ситуацию, в

которой «умная» система контроля перенаправляет соединения, устанавли-

ваемые по заблокированным линиям. Это, в свою очередь, приводит к пере-

направлению следующих соединений. В итоге запускается цепная реакция,

приводящая к фатальному исходу для производительности всей сети. Таким

образом, когда система слишком стремится к эффективности, она может пе-
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рестараться. Эти примеры показывают, сколь важны алгоритмы маршрути-

зации ([26]). Также упомянем вопросы случайного роста сети и другие кон-

цепции из области случайных графов (обзор можно найти в [27] или [28]).

Помимо упомянутых подходов к чрезвычайно широкой проблеме оптимиза-

ции устройства сетей с нагрузкой, выделяют оптимизацию процессов, проис-

ходящих в данной сети и подчиняющихся определенной вероятностной моде-

ли (систематический обзор можно найти в [29]). Мы дадим краткое введение в

эту тематику для постановки вопроса, исследуемого в главе 3 данной работы.

На микроуровне анализ системы базового обслуживания представляет собой

теорию очередей ([30]). Для начала рассматривается единственная очередь с

входящим потоком задач и процессором данной мощности, который обраба-

тывает эти задачи. Итоговый процесс будет иметь марковские свойства. При

переходе к сети из очередей возникают концепции пуассоновских потоков в

сети. Впервые эти свойства были открыты для телефонных сетей Эрлангом

([31]). Также рассматривают концепцию сети потерь (loss networks), суть ко-

торой состоит в том, что соединение между двумя вершинами требует одно-

временного удерживания линии на каждом промежуточном ребре в маршру-

те между вершинами (более подробно об этом см. [32]). Основное отличие сети

потерь от сети очередей состоит в том, что в первой перегрузка сети влечет

потерю соединения, в то время как во второй перегрузка ведет к увеличению

задержки. И в том, и в другом типе сети можно формулировать вопросы в

разных масштабах размера сети и времени. При переходе от единичного уз-

ла к сети в целом мы получаем потоки из задач, использующие ресурсы на

всем пути своего следования в сети. Тогда возникают вопросы, связанные с

понятиями справедливости по отношению к обслуживанию разных потоков

(см. [33], [34]). Помимо прочего, в [34] исследованы жидкостные модели пла-

нирования, которые во многом стали источником постановки задач в этой
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диссертации. Если же мы переходим к большему временному масштабу, то

уже потоки задач рассматриваются как объекты, которые появляются в си-

стеме и заканчиваются. На таком уровне вся сеть в совокупности рассматри-

вается как система совместного использования процессора (processor-sharing

system). Между политиками планировщика на разных масштабах существует

связь, она частично изучена, например, в [35].

В настоящей диссертации исследуется вопрос, находящийся на стыке разных

масштабов. Модель, которую мы сейчас представим, исследована в работе

[36] автора диссертации. В этой модели может быть рассмотрен один узел

сети, либо сеть целиком, обслуживающая параллельно несколько потоков за-

дач. Рассмотрим систему из N очередей и одного процессора мощности 1

(см. рис. 1). Есть ограничение M на максимальный размер одной очереди,

другими словами, размер буфера, выделенного для одной очереди. При пре-

вышении размера буфера задача теряется. В каждый момент времени про-

цессор определяет, каким образом распределить свою вычислительную мощ-

ность между очередями. Процессор предполагается с большим количеством

логических потоков, так что может выполнять несколько задач, то есть об-

служивать несколько очередей, одновременно. Но в рамках одной очереди

задачи выполняются строго последовательно. Очереди формируются за счет

поступающих в них извне системы задач. Поступления задач из конкретного

потока j (поток задач, приходящих в очередь j) представляют собой непре-

рывный случайный процесс Aj(t). Предположим, что все задачи имеют срав-

нительно маленький размер, причем они прибывают в больших количествах.

Тогда мы сможем рассматривать каждый поток задач как поток жидкости,

льющейся со скоростью AIj(t), причем изменения скорости соответствуют

конкретной траектории процесса Aj(t).

Конкретный вектор распределения вычислительного ресурса w = (w1, . . . , wN),
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𝐵𝑆1(𝑡) 𝑤1(𝑡)

1

𝐵𝑆𝑁(𝑡) 𝑤𝑁(𝑡)

𝑀 – maximum buffer size

𝐴𝐼1(𝑡)

𝐴𝐼𝑁(𝑡)

Рис. 1: Модель планировщика задач

где w1+· · ·+wN = 1, описывает поведение системы в конкретный момент вре-

мени, а векторное поле w(·) описывает всю политику обработки. Исследовате-

ли обычно рассматривают потоки поступления задач со стационарными свой-

ствами, например, распределенные по закону Пуассона или более сложному

закону Пуассона с марковскими интенсивностями (так называемый Markov-

modulated Poisson process), и стараются обеспечить политику планировщика,

которая «хороша» для таких потоков. В этом исследовании мы делаем ло-

кальные предположения для предстоящего периода времени длительностью

Tupd, т.е. Tupd есть частота обновления политики планирования. Причина та-

кого подхода кроется в долгосрочной устойчивости. Действительно, действуя

описанным образом, мы не будем в такой степени зависимы от того, действи-

тельно ли прибытия задач хорошо оцениваются стационарными процессами

в долгосрочной перспективе. Более того, в последние годы исследователи на-

учились обнаруживать моменты марковских «скачков» с довольно неплохой

точностью ([37]). Тогда мы можем считать, что в ближайшее время после мо-

мента принятия решения прибытия задач в очередь с номером i будут близ-

ки к пуассоновскому процессу с интенсивностью ai. Более конкретно, будем

считать, что каждый Ai(t) есть гауссовский случайный процесс, заданный

следующим образом:
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1. Ai(0) = 0.

2. приращения процесса Ai(t) независимы.

3. при t1 < t2 верно, что Ai(t2) − Ai(t1) является гауссовской случайной

величиной с ожиданием ai(t2 − t1) и такой же дисперсией.

Это имеет смысл с точки зрения реальных приложений, где поступающие за-

дания в течение предстоящего периода времени могут быть смоделированы

пуассоновским процессом интенсивности ai, а общая мощность и значения

интенсивностей сравнительно большие. Тогда дискретный процесс прибытия

приближается гладким гауссовским, а с точностью до масштабирования мощ-

ность равна 1.

Обозначим через bi начальный размер очереди Qi(0). Тогда размер очереди

в момент t описывается случайной величиной

ξi(t) = Ai(t) + bi − wit. (6)

Если мы обрежем значения величины ξi(t) внутрь отрезка [0,M ], то есть

положим 0, где она меньше нуля, и M , где ξi(t) > M , то получим случайную

величину Qi(t), которая есть фактический размер очереди.

Для события ω ∈ Ω и момента времени u ∈ [0, Tupd] определим множество

τi(ω, u) = {t ∈ [0, u] : ξi(ω, t) ≥ M}. Данные из очереди будут теряться в

моменты времени t ∈ τi(ω, u). Объем данных, которые не помещались в оче-

редь за всю совокупность промежутков τi(ω, u) и были удалены, оценивается

штрафной функцией

Li(ω, u) =

∫
τi(ω,u)

(ξi(ω, t)−M)dt. (7)

По аналогии зададим множество βi(ω, u) = {t ∈ [0, u] : ξi(ω, t) ≤ 0} и

функцию бонуса

Bi(ω, u) =

∫
βi(ω,u)

(−ξi(ω, t))dt. (8)
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Полученные случайные процессы Li и Bi с временем на [0, Tupd] описывают

объем потерь и суммарный бонус за простой до момента u.

Математическое ожидание базовой величины ξi(t) есть

si(t) = Eξi(t) = bi + ait− wit. (9)

Определение 0.0.1. Прогнозом размера очереди i в момент t будем называть

значение qi(t), заданное ограничением значений si(t) диапазоном [0,M ].

Обратим внимание, что это значение не эквивалентно расчету математиче-

ского ожидания истинного размера очереди Qi(t).

Определение 0.0.2. Ожидаемая задержка Di(t) - это время, необходимое

для обработки прогнозируемой очереди qi(t) при выделенной пропускной спо-

собности. Она строится на основе базовой функции

di(t) =
ai − wi

wi
t+

bi
wi

(10)

после ограничения ее значений внутри границ [0,M/wi].

Заметим, что если Qi(t) = 0, то Di(t) = 0 независимо от wi.

Замечание. Обратим внимание, что этот способ оценивания задержки не эк-

вивалентен расчету математического ожидания процесса задержки Qi(t)/wi.

Определение 0.0.3. Для каждого потока определяется локальная средняя

задержка:

D(wi, ai, bi) =

∫ Tupd

0 Di(t) dt

Tupd
. (11)

В данном подходе значения (ai, bi) считаются известными, вопрос лучшего

определения значения ai оставляется за скобками. Переменной управления

является вектор w с ограничением w ∈ W , где W — множество точек w =

(w1, . . . , wN) таких, что wi ≥ 0 и w1 + · · · + wN = 1, т.е. стандартный N -

симплекс.
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Введем различные метрики качества работы всей системы, порождающие

соответствующие оптимизационные задачи.

Проблема (Минимизации суммы средних).

Задача минимизации среднего арифметического средних задержек каждого

потока (или, что то же самое, их суммы, поскольку суммирование идет по

фиксированному набору) для данного состояния системы:

min
w∈W

(
N∑
1

D(wi, ai, bi).

)
(12)

Обратим внимание, что эта задача отличается от задачи минимизации общей

средней задержки по всей системе.

Проблема (Минимакс средних задержек).

Задача минимизации максимума из всех средних задержек:

min
w∈W

[
max

i
(D(wi, ai, bi))

]
. (13)

Далее, мы сужаем требования к вектору распределения ресурса и исходному

состоянию всей системы, исходя из некоторых концептуальных соображений

из области практических требований. А именно: вводится понятие устой-

чивости состояния, которое имеет тот смысл, что для этого состояния су-

ществует хотя бы одно распределение ресурса, при котором ни одна из N

очередей качественно не изменит свой статус в течение ближайшего периода

времени. Такие распределения мы назовем равномерными. Классификация

статусов очередей и системы в совокупности является набором простых, но

громоздких соотношений на ai, bi,M, Tupd, так что здесь мы их приводить не

будем. Укажем лишь, что в результате эти концептуальные соображения в

данной модели приобретают конкретный вид ограничений в виде неравенств.

Так что в итоге вектор распределения ресурса, помимо нахождения на стан-

дартном симплексе W , должен быть внутри параллелепипеда, который обо-
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значим через R. Итоговая область ограничений есть (N − 1)-мерный много-

гранник P внутри симплекса.

Цель исследования и результаты

Целью исследования является оптимизация политики работы сложной си-

стемы в различных моделях, представленных выше, либо нахождение ана-

литических свойств оптимальных решений. Приведем основные результаты

работы.

1 (Налогообложение, гладкое одномерное распределение типов). В описан-

ной модели налогообложения, связанной с вероятностным распределением

экономических субъектов по типам θ, рассмотрим следующие уточнения. Во-

первых, будем рассматривать θ, l в одномерном виде, т.е. в виде чисел вместо

векторов. В главе 2 показано, что это не ограничивает общность в данной

модели, а именно: рассмотрение векторных параметров сводится к рассмот-

рению норм этих векторов. Проведем замену и рассмотрим задачу в пере-

менных y, θ, а не θ, l, что переводит f(l) в f(y, θ). Напомним, что субъекты

распределены по типам согласно вероятностной мере P на Θ. На перечислен-

ные функции наложим следующие условия:

• f(y, θ) - неотрицательная непрерывная функция, где y ≥ 0, θ > 0 (или

θ лежит в некотором отрезке [θmin, θmax] ⊂ (0,+∞)).

• f(0, θ) = 0 при каждом θ, функция f(y, θ) возрастает по y.

• производная ∂θf(y, θ) существует и непрерывна по θ и убывает по y.

• существует производная ∂yf(y, θ) > 0.

• T : [0,+∞) → [0,+∞) - возрастающая непрерывная функция, T (0) = 0

и функция y 7→ y − T (y) возрастает. Такие функции образуют класс T .
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• при каждом фиксированном θ > 0 при всех достаточно больших y имеем

y−f(y, θ) < 0. Точнее, имеется P -интегрируемая локально ограниченная

функция γ > 0, для которой

y − f(y, θ) ≤ 0 при y ≥ γ(θ).

Класс T можно описать как множество всех 1-липшицевых функций, кото-

рые возрастают и равны нулю в нуле. Пусть yT (θ) — минимальная точка,

в которой достигается максимум полезности (1). Такая точка существует в

силу условий на f и T . Положим yT (0) = 0.

Пусть борелевская вероятностная мера распределения субъектов задается

плотностью: P = p dx на (0,+∞). Будем предполагать, что либо плотность p

положительна на (0,+∞), либо мера P сосредоточена на отрезке и плотность

p положительна на этом отрезке. Положим

F (θ) = P ([θ,+∞)) =

∫ +∞

θ

p(t) dt.

Мы исследуем задачу нахождения величины

J(f, P ) = sup
T∈T

R(T ), (14)

т.е. максимизируется собранный налог. Заметим, что из сказанного выше сле-

дует, что J(f, P ) ≤ ∥R∥L1(P ).

Обозначим через Y множество всех возрастающих непрерывных слева функ-

ций y : [0,+∞) → [0,+∞), для которых y(0) = 0 и при всех θ > 0 выполнены

неравенства

y(θ) ≤ γ(θ), ∂yf(y(θ), θ) ≤ 1, f(y(θ), θ) ≤ y(θ).

Для всякой функции y ∈ Y введем правую обратную функцию формулой

v(s) = sup{t : y(t) ≤ s}.
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Функция v также возрастает и непрерывна слева. Кроме того, y(v(s)) = s в

точках из множества значений y, ибо для такой точки v(s) — максимальная

точка в y−1(s).

Основной результат этой части работы состоит в следующем.

Теорема 0.0.4. Справедливо равенство

J(f, P ) = sup
y∈Y

∫ (
y(θ)− f(y(θ), θ) +

∫ θ

0

∂θf(y(τ), τ) dτ

)
P (dθ) =

= sup
y∈Y

∫
[y(θ)− f(y(θ), θ)]P (dθ) +

∫
∂θf(y(θ), θ)F (θ) dθ, (15)

причем супремум можно брать по возрастающим бесконечно дифференци-

руемым функциям y с y′ > 0. Приближения к супремуму по T можно по-

лучать с помощью отображений вида

T (s) = s− f(s, v(s)) +

∫ v(s)

0

∂θf(y(τ), τ) dτ,

где y ∈ Y — бесконечно дифференцируемая функция с обратной функцией v.

С помощью теоремы 0.0.4 получено описание решения оптимизационной за-

дачи для случая

f(y, θ) =
y2

2θ2
. (16)

А именно:

J(f, P ) =
1

2

∫
p2(θ)θ3

p(θ)θ + 2F (θ)
dθ. (17)

2 (Кусочно-линейные налоги). Рассмотрим кусочно-линейную налоговую функ-

цию, представленную N линейными частями. Соответствующие сегменты

описываются точками разбиения m1 ≤ . . . ≤mN−1 и коэффициентами k1 ≤
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. . . ≤ kN , так что

T (y) =



k1y, если y ≤ m1

k1m1 + k2(y −m1), если m1 ≤ y ≤ m2

...

k1m1 + k2(m2 −m1) + · · ·+ kN(y −mN−1) при mN−1 ≤ y.

(18)

Тогда верны следующие утверждения.

Теорема 0.0.5 (О виде оптимального дохода). В случае кусочно-линейного

налога оптимальный доход ymax(θ) является кусочно-постоянной функцией

типа, т.е. полупрямая [0,+∞) делится на последовательные промежутки

I1, . . . , I2N−1, причем ymax постоянна на промежутках с четными номерами

и квадратично возрастает на тех, у которых номера нечетные.

Теорема 0.0.6 (О виде максимальной полезности). В случае кусочно-линейного

налога максимальная полезность Umax(θ) является непрерывной строго воз-

растающей функцией типа. Более того, [0,+∞) делится на последователь-

ные промежутки I1, . . . , I2N−1, причем функция Umax выпукла на проме-

жутках с четными номерами и вогнута на тех, у которых номера нечет-

ные.

Заметим, что постановка вопроса перекликается, но не совпадает с постанов-

ками вопросов, исследованных в [38].

3 (Двойственность в задаче монополиста). При изучении функционала Φ,

возникающего в задачах монополиста, многомерного скрининга и аукциона,

получены следующие результаты:

1. Получено новое доказательство соотношения (5) на основе варианта прин-

ципа минимакса, не предполагающего компактность одного из пространств
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2. Доказано следующее усиление (5):

sup
u∈U(X)

Φ(u) = min
m⪯π

Beckρ,φ∗(π). (19)

Т.е., функционал в правой части достигает минимума.

Более строго, верна

Теорема 0.0.7. Пусть φ — выпуклая полунепрерывная снизу функция, конеч-

ная на X = [0, 1]n и равная +∞ вне X, m ∈ M0, где M0 — множество мер

конечной вариации со свойством m(X) = 0.

Тогда выполнено следующее соотношение (часть утверждения состоит в

том, что и минимум и максимум достигаются)

max
u∈U(X)

Φ(u) = min
π∈M0:m⪯π

Beckρ,φ∗(π),

где

Φ(u) =
(∫

X

udm−
∫
X

φ(∇u)ρdx
)
, Beckρ,φ∗(π) = inf

π+div(c·ρ)=0

∫
X

φ∗(c)ρdx.

4. При исследовании модели распределения вычислительного ресурса в систе-

ме очередей с совместным использованием ресурса обосновано рассмотрение

в качестве элемента метрики качества функции прогноза размера очереди.

Конкретнее, доказана

Лемма 0.0.8. Верно, что

Eξi(t) = EQi(t)−∆i,1(t) + ∆i,2(t), (20)

где ∆i,1 является плотностью по времени для вычисления бонуса за про-

стой, а ∆i,2 является плотностью потерь данных по времени. Конкретно,

для каждого u ∈ [0, Tupd] верно

EBi(u) =

∫ u

0

∆i,1(t)dt

ELi(u) =

∫ u

0

∆i,2(t)dt.

(21)
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5. При исследовании прогнозов в модели системы очередей с совместным

использованием ресурса получены следующие результаты.

Теорема 0.0.9 (Об оптимизации равномерной устойчивости). Для данного устой-

чивого состояния (a, b) задача минимизации суммы средних задержек всех

очередей в системе по равномерным распределениям ресурса эквивалентна

задаче

min
w1+···+wN=1
w∗+

i ≤wi≤w′
i

(
c1
w1

+ · · ·+ cN
wN

)
, (22)

где

w∗
i = ai −

M − bi
Tupd

, w′
i = ai +

bi
Tupd

, ci =
aiTupd

2
+ bi

и x+ = max(0, x) для действительных x. Приведенный ниже алгоритм на-

ходит точное решение данной оптимизационной задачи за конечное коли-

чество итераций.

Алгоритм. 1. Возьмем точку v с координатами vi =
√
ci∑

i

√
ci
. Если v удо-

влетворяет ограничениям задачи, то v является искомым решением. В

противном случае мы переходим к следующему шагу.

2. Если N = 2, то решение выбирается непосредственно из двух концов

отрезка, соответствующего ограничениям задачи.

3. Пусть vi1, . . . , vil — те компоненты, которые нарушают ограничения за-

дачи, в то время как все остальные компоненты условиям задачи под-

чиняются. Мы будем искать решение задачи на одной из F1, . . . , Fl –

граней параллелепипеда R, соответствующих нарушенным ограничени-

ям. Каждой такой грани соответствует гиперплоскость, полученная при

фиксации одной из переменных wi на w∗+
i или w′

i. Мы выполняем следу-

ющие шаги для каждой указанной грани.

(a) Без потери общности предположим, что мы зафиксировали компо-
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ненту wN . Если wN = 0, 1, то значение целевой функции на этой

грани бесконечно, то есть на ней оптимум искать бессмысленно.

(b) В противном случае мы имеем следующую задачу:

min
(w1,...,wN−1)∈PN

wN

(
c1
w1

+ · · ·+ cN−1

wN−1

)
, (23)

где PN
wN

⊂ RN−1 - множество точек x = (x1, . . . , xN−1) таких, что

(x1, . . . , xN−1, wN) ∈ P . После задания новых переменных yi =
xi

1−wN

имеем y1 + · · · + yN−1 = 1. Задача в переменных (y1, . . . , yN−1) ана-

логична начальной. Выполним алгоритм с самого начала для новой

задачи в меньшей размерности.

4. После рекурсивного выполнения предыдущего шага на гранях F1, . . . , Fl

у нас есть минимум для каждой из них. Сравним значения оптимизиру-

емой функции в этих точках и выберем минимум.

Методы исследования

В работе используются методы теории вероятностей, теории случайных про-

цессов, действительного и функционального анализа, теории меры, выпуклой

оптимизации.

Научная новизна и применимость результатов

Все перечисленные результаты исследования являются новыми. Модель, ис-

следованная в главах 1 и 2, широко используется в математической эконо-

мике для изучения подоходного налогообложения. Полученные для гладкого

варианта этой модели результаты позволяют в некоторых случаях получить

явное решение задачи максимизации суммарного налога. Задача монополиста

возникает в вопросах экономических приложений разного рода. Модель сов-
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местного использования ресурса применяется, в основном, для оптимизации

различных процессов массового обслуживания. В качестве примеров приве-

дем обработку задач процессором, распределение и обслуживание входящих

пакетов на сетевом роутере, управление соединениями в сети и т.д.

Апробация результатов

Результаты диссертации излагались на следующих конференциях и семина-

рах:

1. Конференция «Новые вызовы в современной теории вероятностей в про-

странствах высокой размерности и ее применениях в машинном обу-

чении», 12-16 мая 2021 г., Университет Сириус, Сочи, Россия. Доклад

“Mathematical Problems of Optimal Scheduling” («Математические про-

блемы оптимизации планирования»).

2. Научно-исследовательский семинар «Стохастический анализ и его при-

менения в экономике» под руководством профессора Колесникова А.В.

и профессора Конакова В.Д., Высшая Школа Экономики. Москва, 2022.

Доклад «Оптимизация налогообложения и вероятностные модели».

3. Совместный семинар по теории сетей ИППИ РАН и Российских иссле-

довательских институтов компании Huawei. Серия докладов по направ-

лению “Scheduling Optimisation” («Оптимизация планирования») в 2020

и 2021 гг.

Публикации

Результаты диссертации опубликованы в работах [11], [12], [39], представлен-

ных в журналах, индексируемых в системах цитирования Scopus и Web of

Science.
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1. Работа [11] опубликована в соавторстве с С.Н. Поповой в журнале «Ма-

тематические Заметки» (Scopus Q2).

2. Работа [12] опубликована без соавторов в журнале «Известия Иркутско-

го государственного университета. Серия Математика» (Scopus Q2).

3. Работа [39] подготовлена в соавторстве с научным руководителем А.В.

Колесниковым и принята к печати в журнале «Математические Замет-

ки» (Scopus Q2).

Помимо публикаций в журналах автором подготовлен препринт работы ([36]),

опубликованный в системе arXiv.

Структура и объем работы

Диссертация изложена на 98 страницах и состоит из оглавления, введения,

четырех глав, излагающих результаты работы и их обоснование, заключения

и списка литературы, содержащего 40 наименований.

Содержание работы

В Главе 1 исследован одномерный вариант задачи максимизации агрегиро-

ванного налога с условиями гладкости, которые мы здесь дублировать не

будем. В изначальной постановке задача состоит из двух ступеней оптимиза-

ции – сначала каждый субъект оптимизирует свою чистую прибыль, затем

максимизируется суммарный налог. В заданных же условиях задача сводит-

ся к супремуму по специально построенному классу функций. Это упроща-

ет получение ответа, потому что такой способ не содержит промежуточного

максимума. В частном случае, когда функция издержек есть

f(y, θ) =
y2

2θ2
, (24)
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получаем, что

J(f, P ) =
1

2

∫
p2(θ)θ3

p(θ)θ + 2F (θ)
dθ. (25)

В Главе 2 показано для начала, что многомерная задача элементарным об-

разом сводится к одномерной. В основном же глава 2 посвящена поведению

субъектов модели при кусочно-линейном налогообложении. Получен явный

вид оптимальных трудовых затрат субъекта в зависимости от его типа про-

изводительности и параметров налоговой функции.

Глава 3 посвящена динамическому процессу в системе с ограниченным ре-

сурсом, что сразу отличает эту постановку задачи от агрегированной стати-

стики в первой модели. Рассматривается система из очередей, где каждая

очередь образуется в результате поступления задач в виде гауссовского про-

цесса заданной интенсивности. Единый вычислительный центр обрабатывает

все очереди, распределяя свой ресурс между очередями в каждый момент

времени. Обоснован выбор конкретной метрики производительности систе-

мы. Изначальные параметры системы классифицированы и для каждого из

этих классов задача оптимизации работы системы представлена в виде мини-

мизации явной функции. Для одного из классов состояния системы получен

алгоритм, дающий точное решение задачи оптимизации. Корректность алго-

ритма доказана аналитически.

В Главе 4 рассмотрена задача монополиста, возникающая во многих моделях

математической экономики. Полученные ранее в этой области результаты

улучшены. В частности, доказана достижимость максимума в задаче моно-

полиста на выпуклых функциях и минимума двойственной задачи.
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