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Общая характеристика работы

Необходимость развития численных методов негладкой выпуклой оп­
тимизации в последние годы обусловлена значительным прогрессом в различ­
ных областях науки, в том числе, биологии, экономики, химии, прикладной
математики, теоретической физики и многих других. Особенной трудностью,
прежде всего, в задачах машинного обучения и анализа данных, является
большой объем исходной выборки, важность получения как можно более точ­
ного решения и минимизации погрешности, а также сложность в вычислении
значения функции или ее производных, которые описывают конкретную ма­
тематическую модель. Последний аспект является особенно актуальным в
связи с невозможностью осуществления точной численной оценки разнообраз­
ных характеристик функции во многих прикладных задачах. Таким образом,
многие классические алгоритмы оптимизации оказываются неприменимыми,
например, в случае, если целевая функция является негладкой. Стоит отме­
тить, что на сегодняшний день подавляющее большинство прикладных задач
порождают задачи оптимизации именно негладких функций [3; 17; 26].

Хорошо известно, что как выпуклая [31], так и липшицевая [30] функ­
ция, является дифференцируемой на своей области определения почти всюду.
Тем не менее, для многих прикладных задач с подобными свойствами целе­
вого функционала, методы оптимизации для гладкого случая являются не
применимыми. Нетрудно показать [6], что для функции, градиент которой
удовлетворяет условию Липшица (далее — для гладкой функции):

‖∇𝑓(𝑥)−∇𝑓(𝑦)‖* ≤ 𝐿||𝑥− 𝑦||, (1)

выполнено следующее неравенство:

𝑓(𝑦)− 𝑓(𝑥) ≤ ⟨∇𝑓(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩+ 𝐿

2
‖𝑥− 𝑦‖2 ∀𝑥,𝑦 ∈ 𝑑𝑜𝑚𝑓. (2)

Естественной попыткой обобщения неравенства (2) является замена
второго слагаемого правой части (2), на расстояние в некотором обобщенном
смысле. Мотивацией данного подхода являются как трудности с использова­
нием евклидового расстояния во многих прикладных задачах, так и предна­
меренная замена ‖𝑥− 𝑦‖2 на расстояние, более адаптированное к конкретной
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постановке рассматриваемой задачи. Такая идея была предложена в [16] с за­
меной нормы разности переменных 𝑥, 𝑦 на расстояние в обобщенном смысле,
а именно — на дивергенцию Брэгмана. Важным моментом подобного обобще­
ния является сохранение оптимальной скорости сходимости методов первого
порядка [1; 15; 16].

Так, одним из основных результатов в данном направлении была недав­
но предложенная концепция относительной гладкости [16], позволившая впер­
вые применить метод градиентного типа для решения задачи о построении
оптимального эллипсоида, покрывающего набор заданных точек. Эта зада­
ча играет важнейшую роль в статистике и анализе данных [1; 16]. Далее, в
[15] была предложена концепция относительной липшицевости, позволившая
по новому взглянуть на многие прикладные задачи, среди которых будет
рассмотрен метод опорных векторов для задачи бинарной классификации, а
также задача о поиске общей точки 𝑛 заданных эллипсоидов.

Второй проблемой, возникающей при рассмотрении неравенства (2),
является невозможность точного вычисления градиента функции 𝑓(𝑥).
Недавно в [32; 33] было показано, что различные модификации алгоритма
зеркального спуска, применимы в случае использования так называемого
𝛿–субградиента, при этом показано, что накопления величины погрешности
в итоговых оценках скорости сходимости не происходит. Однако, во многих
прикладных задачах затруднительно не только вычисление градиента с неко­
торой погрешностью, но и само значение целевой функции. Одним из наи­
более важных результатов в данном направлении была предложенная в [4]
концепция (𝛿,𝐿)–оракула, ухудшающая качество решения задачи оптимиза­
ции по функции лишь на 𝑂(𝛿).

В первой части диссертации расширяется класс рассмотренных задач,
в том числе для абстрактной модели функции, замещающей первое слага­
емое ⟨∇𝑓(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩ с некоторой погрешностью, при этом допускается, что
сама функция представима в абстрактном виде с помощью так называемой
модели, позволяющей работать с задачами композитной оптимизации. Стоит
отметить, что при этом сохраняются оптимальные оценки скорости сходимо­
сти для предложенных методов.

Вторым фокусом диссертации являются вариационные неравенства и
седловые задачи с соответствующими уровнями гладкости операторов. Стоит
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отметить, что вариационные неравенства играют ключевую роль в решении
многих прикладных в области гидродинамики [12], проектирования динами­
ческих систем [5; 20] экономики, в частности при моделировании сетевого
эффекта [19], поиска общего экономического равновесия [5; 8; 11], равнове­
сия Нэша [28], матричных играх [22] и т. д.

Одним из наиболее заметных численных методов решения вариацион­
ных неравенств был экстраградиентный метод Г. М. Корпелевич, предложен­
ный в 1976 году [13]. Недавно, объединяя подходы, описанные в [22] и [24] был
предложен универсальный численный алгоритм [7], который способен произ­
водить автоматическую настройку на уровень гладкости задачи (а именно на
параметр 𝜈, см. (3) далее). В диссертации этот метод распространяется на
условие сильной монотонности оператора в предположениях введенных ра­
нее классах гладкости. Также, рассматривается вариант недавно предложен­
ного ускоренного метода решения седловых задач в негладкой постановке.
В частности, для седловых задач предлагается обобщение условия Липшица
градиента целевой функции (1) на следующее условие Гельдера:

‖∇𝑓(𝑧)−∇𝑓(𝑢)‖* ⩽ 𝐿𝜈‖𝑧 − 𝑢‖𝜈, (3)

играющее важную роль в решении многих прикладных задач, таких как за­
дача о многоруком бандите (multi armed bandit problem) [14], задача опреде­
ления вариабельности сердечного ритма (heart rate variability problem) [21] и
др.

Целью данной работы является разработка оптимальных численных
методов решения многомерных задач негладкой выпуклой оптимизации с
функциональными ограничениями. В качестве базы для разработки методов
используются известные методы зеркального спуска и их модификации. Для
возможности применения предложенных методов на более широком классе
функционалов вводится модификация концепции неточной модели целевого
функционала и функционального ограничения. Также исследуется примени­
мость методов для функционалов, удовлетворяющих ослабленному варианту
условия Липшица, а именно условию относительно липшицевости функции
классической задачи оптимизации и относительной гладкости оператора ва­
риационного неравенства. Также цель диссертации включает в себя разработ­
ку модификаций методов для решения вариационных неравенств и седловых

5



задач соответствующих классов гладкости. В частности, планируется впер­
вые предложить технику рестартов адаптивного проксимального метода для
сильно монотонных вариационных неравенств, а также ускоренный метод для
негладкой (гельдеровой) седловой задачи.

Для достижения поставленной цели были предложены следующие
задачи диссертации:

1. Разработать аналог метода зеркального спуска с переключениями
для решения задачи минимизации квазивыпуклых нелипшицевых
функций с квазивыпуклыми липшицевыми ограничениями типа
неравенств; обосновать соответствующие теоретические оценки ско­
рости сходимости.

2. Расширить применимость методов зеркального спуска на класс от­
носительно липшицевых задач, распространить предложенные мо­
дификации метода зеркального спуска для минимизации функций,
допускающих представление в абстрактной модельной общности,
а также исследовать теоретические характеристики предложенных
методов в случае онлайн и стохастической постановки задачи опти­
мизации относительно липшицевых функционалов.

3. Разработать модификацию алгоритма зеркального спуска для ва­
риационных неравенств с монотонным относительно ограниченным
оператором.

4. Предложить технику рестартов адаптивного проксимального зер­
кального метода для сильно монотонных вариационных неравенств
с гельдеровым оператором.

5. Разработать ускоренный алгоритм решения сильно выпукло-вогну­
тых седловых задач с пониженным уровнем гладкости функциона­
ла.

Актуальность темы.
Актуальность данного направления прежде всего обусловлена резким разви­
тием смежных дисциплин, требующих решения задач многомерной оптими­
зации с минимальными погрешностями. Вопрос оптимизации функционалов
большой размерности играет ключевую роль в таких отраслях науки как
машинное обучение и анализ данных. Онлайн постановка задачи оптимиза­
ции используется в работе с финансовыми рынками, социальными сетями,
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а также в задачах принятия решений. Введенная концепция относительной
липшицевости полезна при решении задач обучения с подкреплением. Ва­
риационные неравенства, в свою очередь, являются основным инструментом
решения задач общей экономики, поиска рыночного равновесия, а также ком­
плементарных задач (задач дополнительности).

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Был разработан аналог алгоритма зеркального спуска для задач оп­

тимизации нелипшицевых квазивыпуклых функций, при наличии
квазивыпуклых липшицевых ограничений типа неравенств.

2. Был предложен вариант метода зеркального спуска для задач вы­
пуклого программирования на классе относительно липшицевых за­
дач, включая задачи онлайн оптимизации, а также задачи в сто­
хастической постановке; были получены теоретические оценки ско­
рости сходимости алгоритмов зеркального спуска для решения за­
дачи оптимизации с функциями, допускающими представление в
абстрактной модельной общности.

3. Была предложена модификация алгоритма зеркального спуска для
вариационных неравенств с монотонным относительно ограничен­
ным оператором, а также доказана оценка скорости сходимости,
которую можно считать оптимальной.

4. Была предложена модификация техники рестартов адаптивного
проксимального зеркального метода для вариационных неравенств
с сильно монотонным гельдеровым оператором и доказана оценка
скорости сходимости, являющаяся оптимальной при 𝜈 = 0 и 𝜈 = 1.

5. Была описана техника ускорения алгоритма решения сильно вы­
пукло-вогнутых седловых задач с пониженным уровнем гладкости.

Научная новизна:
1. Впервые был предложен аналог метода зеркального спуска с пе­

реключениями для задач минимизации квазивыпуклого целевого
функционала с квазивыпуклыми липшицевыми ограничениями ти­
па неравенств.

2. Впервые была предложена техника рестартов адаптивного прокси­
мального зеркального метода для сильно монотонных вариацион­
ных неравенств с гельдеровыми операторами.
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3. Впервые был предложен ускоренный метод для седловой задачи с
пониженным уровнем гладкости.

Достоверность полученных результатов обусловлена публикацией 12
статей, индексируемых базой Scopus и Web of Science. Ниже приведен список
публикаций по материалам диссертации.
Публикации повышенного уровня:

1. Bayandina, A., Dvurechensky, P., Gasnikov, A., Stonyakin, F., Titov, A.
Mirror Descent and Convex Optimization Problems with Non-smooth
Inequality Constraints. In: Giselsson, P., Rantzer, A. (eds) Large-Scale
and Distributed Optimization. Lecture Notes in Mathematics. – 2018.
– T. 2227. – С. 181-213.

2. Gasnikov, A. V., Dvurechensky, P. E., Stonyakin, F. S., Titov, A. A. An
adaptive proximal method for variational inequalities //Computational
Mathematics and Mathematical Physics. – 2019. – Т. 59. – №. 5. – С.
836-841.

3. Stonyakin, F., Gasnikov, A., Dvurechensky, P., Titov, A., Alkousa,
M. Generalized Mirror Prox Algorithm for Monotone Variational
Inequalities: Universality and Inexact Oracle //Journal of Optimization
Theory and Applications. – 2022. – С. 1-26.

4. Ablaev, S. S., Titov, A. A., Stonyakin, F. S., Alkousa, M. S., Gasnikov,
A. Some Adaptive First-Order Methods for Variational Inequalities with
Relatively Strongly Monotone Operators and Generalized Smoothness.
In: Olenev, N., Evtushenko, Y., Jaćimović, M., Khachay, M., Malkova,
V., Pospelov, I. (eds) Optimization and Applications. OPTIMA 2022.
Lecture Notes in Computer Science. – 2022. – Т. 13781. – С. 135-150.

Публикации стандартного уровня:
1. Titov, A.A., Stonyakin, F.S., Gasnikov, A.V., Alkousa, M.S.

Mirror Descent and Constrained Online Optimization Problems. In:
Evtushenko, Y., Jaćimović, M., Khachay, M., Kochetov, Y., Malkova,
V., Posypkin, M. (eds) Optimization and Applications. OPTIMA 2018.
Communications in Computer and Information Science. – 2019. – Т.
974, – С. 64-78.

2. Stonyakin, F. S., Alkousa, M. S., Titov, A. A., Piskunova, V. V.
On some methods for strongly convex optimization problems with one
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functional constraint. In: Khachay, M., Kochetov, Y., Pardalos, P. (eds)
Mathematical Optimization Theory and Operations Research. MOTOR
2019. Lecture Notes in Computer Science. – 2019. – Т. 11548, – С. 82-96.

3. Stonyakin, F. S., Alkousa, M., Stepanov, A. N., Titov, A. A.
Adaptive mirror descent algorithms for convex and strongly convex
optimization problems with functional constraints //Journal of Applied
and Industrial Mathematics. – 2019. – Т. 13. – №. 3. – С. 557-574.

4. Stonyakin F.S., Stepanov A.N., Gasnikov A.V., Titov A.A. Mirror
descent for constrained optimization problems with large subgradient
values of functional constraints // Computer Research and Modeling,
2020, vol. 12, no. 2, pp. 301-317

5. Titov, A. A., Stonyakin, F. S., Alkousa, M. S., Ablaev, S. S., Gasnikov,
A. V. Analogues of switching subgradient schemes for relatively
Lipschitz-continuous convex programming problems In: Kochetov, Y.,
Bykadorov, I., Gruzdeva, T. (eds) Mathematical Optimization Theory
and Operations Research. MOTOR 2020. Communications in Computer
and Information Science. – 2020. – Т. 1275. – С. 133-149.

6. Titov, A. A., Stonyakin, F. S., Alkousa, M. S., Gasnikov, A.
V. Algorithms for solving variational inequalities and saddle point
problems with some generalizations of Lipschitz property for operators
//International Conference on Mathematical Optimization Theory and
Operations Research. – Springer, Cham, 2021. – С. 86-101.

7. Savchuk O.S., Titov A.A., Stonyakin F.S., Alkousa M.S. Adaptive first­
order methods for relatively strongly convex optimization problems //
Computer Research and Modeling, 2022, vol. 14, no. 2, pp. 445-472.

Прочие публикации:
1. F. S. Stonyakin, A. A. Titov. One Mirror Descent algorithm for

convex constrained optimization problems with non-standard growth
properties.// SchoolSeminar on Optimization Problems and their
Applications, OPTA-SCL 2018. CEUR-WS 2018, Vol. 2098, P. 372–384.

Апробация работы. Основные результаты работы докладыва­
лись на: следующих конференциях, воркшопах и симпозиумах:

1. Всероссийская научная конференция МФТИ, 2018, 2019.
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2. 23rd International Symposium on Mathematical Programming (ISMP
2018), Bordeaux, France.

3. International Conference Optimization and Applications (OPTIMA),
2019, 2020 Petrovac, Montenegro.

4. Mathematical Optimization Theory and Operations Research
(MOTOR), 2019, 2020, 2021. Novosibirsk, Irkutsk, Russia

5. Quasilinear Equations, Inverse Problems and Their Applications
(QIPA), 2018, 2019, 2021, Moscow, Russia.

6. Международный симпозиум по применению численных методов оп­
тимизации для решения обратных задач, 2021, Москва, Россия.

7. Moscow Conference on Combinatorics and Applications, 2021, Долго­
прудный, Россия.

8. International Conference “Optimization without Borders”, 2021, Sochi,
Russia.

Содержание работы

В первой главе диссертации приведена формальная постановка за­
дачи и предложены некоторые модификации метода зеркального спуска за­
дачи минимизации функций с нестандартными условиями роста. В п. 1.1
представлена общая постановка задачи оптимизации, а также базовые опре­
деления, используемые в диссертации. Важным фокусом диссертации, как
было отмечено ранее, является отказ от работы с классическим расстояни­
ем в пользу расстояния в более общем смысле. Введем некоторые базовые
понятия, касающиеся так называемого расстояния Брэгмана.

Пусть (𝐸, || · ||) — некоторое нормированное конечномерное векторное
пространство, а 𝐸* — пространство непрерывных линейных функционалов,
определенных на 𝐸 — его сопряженное. Зададим норму сопряженного про­
странства следующим образом:

‖𝑦‖𝐸,* = ‖𝑦‖* = max
𝑥

{︁
⟨𝑦,𝑥⟩,||𝑥|| ≤ 1

}︁
, (4)

где под ⟨𝑦,𝑥⟩ будем обозначать значение непрерывного линейного функциона­
ла 𝑦 в точке 𝑥 ∈ 𝐸. Рассмотрим выпуклое компактное подмножество 𝑋 ⊂ 𝐸,
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а также две выпуклые субдифференцируемые функции 𝑓(𝑥) : 𝑋 → R и
𝑔(𝑥) : 𝑋 → R.

Определение 1. Пусть 𝑑(𝑥) : 𝑋 → R+ — некоторая непрерывно дифферен­
цируемая и 1-сильно выпуклая функция относительно нормы ‖·‖, то есть

⟨∇𝑑(𝑥)−∇𝑑(𝑦), 𝑥− 𝑦⟩ ≥ ‖𝑥− 𝑦‖2 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. (5)

Будем называть функцию 𝑑(𝑥) прокс-функцией или функцией, порождаю­
щей расстояние (distance generating function).

Определение 2. Будем говорить, что 𝑉𝑑(𝑦, 𝑥) = 𝑉 (𝑦, 𝑥) — расстояние
Брэгмана, порожденное прокс-функцией 𝑑(·), если выполнено следующее ра­
венство

𝑉 (𝑦, 𝑥) = 𝑑(𝑦)− 𝑑(𝑥)− ⟨∇𝑑(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩. (6)

В п. 1.2 рассматривается адаптивная модификация метода зеркального
спуска [18] для решения задачи оптимизации с функциональным ограничени­
ем:

𝑓(𝑥)→ min
𝑥∈𝑑𝑜𝑚𝑓

, (7)

s.t. 𝑔(𝑥) ≤ 0 (8)

со скоростью сходимости (количество итераций, достаточное для получения
𝜀–точности рассматриваемой задачи) 𝑂

(︀
1
𝜀2

)︀
, в предположении, что целевая

функция и функциональное ограничение удовлетворяют условию Липшица,
то есть для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 выполнены следующие неравенства:

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| ≤𝑀𝑓 ||𝑥− 𝑦||, (9)

|𝑔(𝑥)− 𝑔(𝑦)| ≤𝑀𝑔||𝑥− 𝑦||. (10)

Здесь и далее под 𝜀 будем понимать точность решения рассматриваемой за­
дачи.

Определение 3. Будем говорить, что точка 𝑧 является 𝜀-точным реше­
нием задачи (7-8), если выполнены следующие неравенства:

𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑥*) ≤ 𝜀, (11)
11



𝑔(𝑧) ≤ 𝜀. (12)

В случае, если целевая функция 𝑓(𝑥) не удовлетворяет условию Лип­
шица, но имеет липшицев градиент, рассматривается соответствующая мо­
дификация метода зеркального спуска [18] с аналогичной скоростью сходи­
мости. Естественным примером возникновения постановки задачи с таким
классом гладкости являются квадратичные функции.

В п. 1.3 рассматривается случай невыпуклых функций, в том числе,
как одновременная квазивыпуклость целевой функции и функционального
ограничения, так и случай квазивыпуклости лишь целевого функционала.
Скорость сходимости предложенных методов также составляет 𝑂

(︀
1
𝜀2

)︀
. Мето­

ды минимизации квазивыпуклых функций нашли массу применений во мно­
гих прикладных задачах, среди которых в рамках диссертации была рассмот­
рена задача поиска внутренней нормы доходности.

Определение 4 ([10]). Функция 𝑓 : 𝑋 → R называется квазивыпуклой,
если выполнено следующее неравенство:

𝑓
(︁
(1− 𝛼)𝑥+ 𝛼𝑦

)︁
⩽ max{𝑓(𝑥),𝑓(𝑦)} ∀𝛼 ∈ [0; 1] ∀𝑥,𝑦 ∈ 𝑋. (13)

При работе с квазивыпуклыми функциями вместо классического
(суб)градиента нередко рассматривается следующее множество [25]

𝐷̂𝑓(𝑥) = {𝑝 | ⟨𝑝, 𝑥− 𝑦⟩ ⩾ 0 ∀𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑦) ⩽ 𝑓(𝑥)}. (14)

Здесь и далее будем понимать под 𝐷𝑓(𝑥) произвольный вектор из 𝐷̂𝑓(𝑥):

𝐷𝑓(𝑥) ∈ 𝐷̂𝑓(𝑥). (15)

Для заданной функции 𝑓(𝑥) и каждого субградиента ∇𝑓(𝑥) в точке
𝑦 ∈ 𝑋 определим следующую функцию, которая будет использоваться для
характеристики сложности Алгоритма 1:

𝑣𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
⟨
∇𝑓(𝑥)
‖∇𝑓(𝑥)‖*

,𝑥− 𝑦
⟩
, ∇𝑓(𝑥) ̸= 0

0 ∇𝑓(𝑥) = 0

, 𝑥 ∈ 𝑋. (16)

Введем следующее понятие проксимального оператора.
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Определение 5. Для всякого 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑝 ∈ 𝐸* определим проксимальный
оператор Mirr𝑥(𝑝) следующим образом:

Mirr𝑥(𝑝) = argmin
𝑦∈𝑋

{︁
⟨𝑝, 𝑦⟩+ 𝑉 (𝑦, 𝑥)

}︁
. (17)

Алгоритм 1 Модификация адаптивного зеркального спуска для квазивы­
пуклых функций
Require: 𝜀 > 0; Θ0, такая что 𝑑(𝑥*) ≤ Θ2

0, 𝐶𝑓 ,𝐶𝑔

1: 𝑥0 = argmin
𝑥∈𝑋

𝑑(𝑥)

2: Определим 𝐼 = ∅, 𝑘 = 0
3: repeat
4: if 𝑔(𝑥𝑘) ≤ 𝜀𝑀𝑔 then
5: ℎ𝑓𝑘 =

𝐶𝑓

‖𝐷𝑓(𝑥𝑘)‖*

6: 𝑥𝑘+1 = Mirr𝑥𝑘

(︁
ℎ𝑓𝑘𝐷𝑓(𝑥𝑘)

)︁
"продуктивный шаг"

7: 𝐼 = 𝐼 ∪ {𝑘}.
8: else
9: ℎ𝑔𝑘 =

𝐶𝑔

‖𝐷𝑔(𝑥𝑘)‖*

10: 𝑥𝑘+1 = Mirr𝑥𝑘

(︁
ℎ𝑔𝑘𝐷𝑔(𝑥𝑘)

)︁
"непродуктивный шаг"

11: end if
12: 𝑘 = 𝑘 + 1
13: until 2Θ2

0

𝜀2 ≤ 𝑁
Ensure: ̃︀𝑥 := argmin

𝑖∈𝐼
𝑓(𝑥𝑖)

Теорема 1. Пусть 𝑓(𝑥) — квазивыпуклая функция, 𝑔(𝑥) — квазивыпуклая
функция, удовлетворяющая условию Липшица с константой 𝑀𝑔. Тогда по­
сле 𝑁 =

⌈︁
2Θ2

0

𝜀2

⌉︁
шагов работы Алгоритма 1 выполнены следующие неравен­

ства:

min
𝑘∈𝐼

𝑣𝑓(𝑥𝑘,𝑥*) ⩽ 𝜀, max
𝑘∈𝐼

𝑔(𝑥𝑘) ⩽ 𝜀𝑀𝑔. (18)

Вторая глава прежде всего посвящена обобщению условия Липшица
(2) в случае замены нормы разности на расстояние в некотором обобщенном
смысле, точнее — на дивергенцию Брэгмана.

Пункт 2.1 посвящен мотивации в рассмотрении классов относительно
гладких и относительно липшицевых функций. Важной особенностью данных
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концепция является ослабление требований, предъявляемых к прокс-функ­
ции (1), а именно замена условия 1–сильной выпуклости на обычную выпук­
лость. В диссертации описывается, как следующее определение относитель­
ной гладкости функции нашло применение в решении задачи оптимального
проектирования.

Определение 6 ([16]). Будем говорить, что функция 𝑓(𝑥) удовлетворя­
ет условию относительной гладкости с константой 𝐿 (или является
𝐿-относительно гладкой), если для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 выполнено следующее нера­
венство:

𝑓(𝑦) ≤ 𝑓(𝑥) + ⟨∇𝑓(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩+ 𝐿𝑉𝑑(𝑦, 𝑥). (19)

Основным же фокусом главы 2 являются относительно липшицевые
функции, которые позволили по новому посмотреть на многие известные при­
кладные задачи, среди которых были рассмотрены метод опорных векторов
для задачи бинарной классификации и задача поиска общей точки эллипсо­
идов.

Определение 7 ([15]). Будем говорить, что функция 𝑓(𝑥) удовлетворяет
условию относительной липшицевости с константой 𝑀𝑓 (или является
𝑀𝑓 -относительно липшицевой), если для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 выполнено следую­
щее неравенство:

‖∇𝑓(𝑥)‖* ≤
𝑀𝑓

√︀
2𝑉 (𝑦,𝑥)

‖𝑦 − 𝑥‖
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ̸= 𝑥. (20)

Пример 1 (Метод опорных векторов). Рассмотрим оптимизационную по­
становку задачи бинарной классификации, решаемой методом опорных век­
торов с 𝑙2- регуляризацией [27; 29]:

𝑓(𝑥) :=
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑗(𝑥)→ min
𝑥
,

𝑓𝑗(𝑥) := max
{︀
0,1− 𝑦𝑖𝑥𝑇𝑤𝑖

}︀
+
𝜆

2
‖𝑥‖22,

(21)

где 𝑤𝑖 — вектор признаков элемента выборки, а 𝑦𝑖 ∈ {−1,1} — метка клас­
са. Очевидно, что рассматриваемая функция 𝑓(𝑥) не является ни диффе­
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ренцируемой, ни липшицевой (в силу регуляризации), таким образом, ис­
пользование классических (суб)градиентных методов для решения задачи
(21) затруднительно. В [15] показано, что рассматриваемая функция 𝑓(𝑥)
является 1-относительно липшицевой в случае рассмотрения следующей
прокс-функции:

𝑑(𝑥) :=
𝜆2

4
‖𝑥‖42 +

2𝜆

3𝑛

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

‖𝑤𝑖‖2

)︃
‖𝑥‖32 +

1

2𝑛

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

‖𝑤𝑖‖22

)︃
‖𝑥‖22. (22)

Таким образом, используя подход со стохастической аппроксимацией
(суб)градиента целевой функции 𝑓(𝑥) и прокс-функцию вида (22), класси­
ческий алгоритм зеркального спуска в стохастической постановке:

𝑥𝑘+1 = argmin
𝑥∈𝑋

{︂
𝑓(𝑥𝑘) + ⟨∇𝑓(𝑥𝑘), 𝑥− 𝑥𝑘⟩+

1

𝜀
𝑉𝑑(𝑥, 𝑥𝑘)

}︂
,

𝑥̃ :=
1

𝑘 + 1

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑥𝑖
(23)

гарантирует точку 𝑥̃, являющейся стохастическим 𝜀-точным решением
задачи (21):

E𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑥*) ≤ 𝜀, (24)

𝑔(𝑧) ≤ 𝜀. (25)

Более того, число шагов работы алгоритма составляет 𝑂( 1
𝜀2 ). Заметим,

что ∇𝑓(𝑥) в (23) является стохастическим (суб)градиентом, удовлетво­
ряющим

E
[︀
∇𝑓(𝑥, 𝜉)

]︀
= ∇𝑓(𝑥) ∈ 𝜕𝑓(𝑥), E

[︀
∇𝑔(𝑥, 𝜁)

]︀
= ∇𝑔(𝑥) ∈ 𝜕𝑔(𝑥), (26)

и
‖∇𝑓(𝑥, 𝜉)‖* ≤𝑀𝑓 , ‖∇𝑔(𝑥, 𝜁)‖* ≤𝑀𝑔 почти наверное. (27)

Пример 2 (Задача о поиске общей точки 𝑛 заданных эллипсоидов). Рас­
смотрим 𝑛 эллипсоидов, каждый из которых задается следующим образом:

Υ𝑖 =

{︂
𝑥 ∈ R𝑚 :

1

2
𝑥𝑇𝐴𝑖𝑥+ 𝑏𝑖𝑥+ 𝑐𝑖 ≤ 0

}︂
, (28)
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где 𝐴𝑖 ∈ S𝑚++, 𝑖 = 1, . . . ,𝑛. Задача заключается в поиске такой точки 𝑥 ∈
R𝑚, что

𝑥 ∈
𝑛⋂︁

𝑖=1

Υ𝑖. (29)

Стоит отметить, что распространенные для решения подобных задач ме­
тоды внутренней точки применимы только в случае относительно неболь­
шой размерности 𝑚,𝑛. Рассмотрим задачу о поиске пересечения эллипсои­
дов в следующем виде минимизации функции:

𝑓(𝑥) := max
0≤𝑖≤𝑛

{︂
1

2
𝑥𝑇𝐴𝑖𝑥+ 𝑏𝑇𝑖 𝑥+ 𝑐𝑖

}︂
→ min

𝑥
(30)

Рассматриваемая функция 𝑓(𝑥) не является ни дифференцируемой, ни лип­
шицевой. Пусть 𝜎 := max

0≤𝑖≤𝑛
‖𝐴𝑖‖22, где ‖𝐴𝑖‖2 — спектральный радиус 𝐴𝑖;

𝜌 := 2 max
0≤𝑖≤𝑛

‖𝐴𝑖𝑏𝑖‖2, 𝛾 := max
0≤𝑖≤𝑛

‖𝑏𝑖‖22.
В [15] показано, что рассматриваемая функция 𝑓(𝑥) является

1-относительно липшицевой в случае рассмотрения следующей прокс-функ­
ции:

ℎ(𝑥) :=
𝜎

4
‖𝑥‖42 +

𝜌

3
‖𝑥‖32 +

𝛾

2
‖𝑥‖22. (31)

Более того, классический алгоритм зеркального спуска (23) (с использовани­
ем обычного (суб)градиента ∇𝑓(𝑥) вместо стохастического) гарантирует
𝜀-точное решение задачи (30) за 𝑂( 1

𝜀2 ) итераций работы алгоритма.

Таким образом, уже в рамках концепции относительной липшицево­
сти функций в пункте 2.2 предлагаются различные адаптивные модифика­
ции метода зеркального спуска. Важной особенностью предложенных мето­
дов является допущение представления функции в некоторой абстрактной
общности, являющейся естественным обобщением предложенной концепции
(𝛿, 𝐿)–модели функции [4]. Также рассматриваются обобщения предложен­
ных методов в случае нескольких функциональных ограничений. Более точ­
но, предполагается, что функции допускают следующее представление в мо­
дельной общности.

16



Определение 8. Пусть 𝛿 > 0. Будем говорить, что функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥)

допускают относительно липшицевую (𝛿, 𝜑, 𝑉 )–модель в точке 𝑦 ∈ 𝑋, если

𝑓(𝑥) + 𝜓𝑓(𝑦,𝑥) ≤ 𝑓(𝑦), −𝜓𝑓(𝑦,𝑥) ≤ 𝜑−1𝑓

(︁
𝑉 (𝑦,𝑥)

)︁
+ 𝛿, (32)

𝑔(𝑥) + 𝜓𝑔(𝑦,𝑥) ≤ 𝑔(𝑦), −𝜓𝑔(𝑦,𝑥) ≤ 𝜑−1𝑔

(︁
𝑉 (𝑦,𝑥)

)︁
+ 𝛿, (33)

где 𝜓𝑓(𝑦, 𝑥) и 𝜓𝑔(𝑦, 𝑥) являются выпуклыми функциями по первой перемен­
ной и 𝜓𝑓(𝑥, 𝑥) = 𝜓𝑔(𝑥, 𝑥) = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝑋. При этом функции 𝜑𝑓(·), 𝜑𝑔(·)
могут пониматься как некоторые характеристики вертикальной струк­
туры функций 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥), соответственно.

Мотивируем введенное Определение 8 следующими примерами [26],
опуская при этом постановку задачи в модельной общности, то есть положим

𝜓𝑓(𝑦,𝑥) = ⟨∇𝑓(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩, 𝜓𝑔(𝑦,𝑥) = ⟨∇𝑔(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩. (34)

Пример 3. Пусть прокс-функция 𝑑(𝑥) вновь является 1-сильно выпуклой,
а (суб)градиент 𝑓(𝑥) ограничен (𝑓(𝑥) является 𝑀𝑓 -липшицевой). При та­
ких предположениях известно, что дивергенция Брэгмана удовлетворяет
следующему неравенству:

𝑉 (𝑦,𝑥) ≥ 1

2
‖𝑥− 𝑦‖2 ∀𝑥,𝑦 ∈ 𝑋. (35)

Тогда:
⟨∇𝑓(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩ ≤𝑀𝑓‖𝑥− 𝑦‖ ≤𝑀𝑓

√︀
2𝑉 (𝑦,𝑥), (36)

таким образом, можно рассмотреть

𝜑𝑓(𝑡) =
𝑡2

2𝑀 2
𝑓

. (37)

Пример 4. Рассмотрим задачу максимизации положительной вогнутой
функции 𝑞(𝑥) : 𝑋 → R+:

𝑞(𝑥)→ max
𝑥∈𝑋

. (38)
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Тогда функция 𝑓(𝑥) := − log 𝑞(𝑥) будет удовлетворять неравенству (36) с
𝑀𝑓 = 1. При этом задачу максимизации (38) можно решить путем стан­
дартной минимизации функции 𝑓(𝑥).

Пример 5 (Задача композитной оптимизации [2; 16; 23]). Предложенный да­
лее метод, а также его модификации, рассмотренные в диссертации, при­
менимы для задачи композитной оптимизации следующего вида:

min{𝑓(𝑥) + 𝑟(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑔(𝑥) + 𝜂(𝑥) ≤ 0}, (39)

где 𝑟(𝑥), 𝜂(𝑥) : 𝑄→ R простые выпуклые функции. В таком случае для всех
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 верно следующее:

𝜓𝑓(𝑦, 𝑥) = ⟨∇𝑓(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩+ 𝑟(𝑦)− 𝑟(𝑥), (40)

𝜓𝑔(𝑦, 𝑥) = ⟨∇𝑔(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩+ 𝜂(𝑦)− 𝜂(𝑥). (41)

Определим проксимальный оператор для шага ℎ > 0 следующим об­
разом:

Mirrℎ(𝑥,𝜓) = argmin
𝑦∈𝑋

{︂
𝜓(𝑦,𝑥) +

1

ℎ
𝑉 (𝑦,𝑥)

}︂
. (42)

Теорема 2. Пусть 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) — выпуклые функции, допускающие пред­
ставление в модельной общности (32), (33), соответственно, 𝜀 > 0, 𝛿 > 0.
Как и ранее, предположим, что существует такая константа Θ0 > 0, что
𝑑(𝑥*) ≤ Θ2

0. Предположим, что на определенном шаге работы Алгоритма 2
был выполнен критерий остановки, тогда верно следующее неравенство:

𝑓(̃︀𝑥)− 𝑓(𝑥*) ≤ 𝜀+ 𝛿, 𝑔(̃︀𝑥) ≤ 𝜀+ 𝛿. (43)

Далее, рассматриваются различные варианты уточнения вида модели
функции и предлагаются оптимальные алгоритмы решения задач соответ­
ствующих классов гладкости.
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Алгоритм 2 Метод зеркального спуска в модельной общности.
Require: 𝜀 > 0, 𝛿 > 0, ℎ𝑓 > 0, ℎ𝑔 > 0,Θ0, 𝑑(𝑥*) ≤ Θ2

0

1: 𝑥0 = argmin
𝑥∈𝑋

𝑑(𝑥)

2: Определим 𝐼 = ∅, 𝐽 =: ∅
3: 𝑘 = 0
4: repeat
5: if 𝑔 (𝑥𝑘) ≤ 𝜀+ 𝛿 then
6: 𝑥𝑘+1 = Mirrℎ𝑓 (𝑥𝑘,𝜓𝑓) "продуктивный шаг"
7: 𝐼 = 𝐼 ∪ {𝑘}
8: else
9: 𝑥𝑘+1 = Mirrℎ𝑔 (𝑥𝑘,𝜓𝑔) "непродуктивный шаг"

10: 𝐽 = 𝐽 ∪ {𝑘}
11: end if
12: 𝑘 = 𝑘 + 1
13: until Θ2

0 ≤ 𝜀
(︀
|𝐽 |ℎ𝑔 + |𝐼|ℎ𝑓

)︀
− |𝐽 |𝜑*𝑔(ℎ𝑔)− |𝐼|𝜑*𝑓(ℎ𝑓)

Ensure: ̃︀𝑥 := 1
|𝐼|
∑︀
𝑘∈𝐼

𝑥𝑘

П. 2.3 посвящен задаче онлайн-оптимизации с функциональным огра­
ничением следующего вида:

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥)→ min
𝑥

𝑠.𝑡. 𝑔(𝑥) ≤ 0

(44)

При этом были предложены алгоритмы решения задачи как в класси­
ческой постановке, так и в случае, если функции допускают представление в
модельной общности. Предложенные методы также являются оптимальными
[9] с точки зрения того, что количество непродуктивных шагов соизмеримо с
общим числом итераций алгоритмов 𝑁 . Также в диссертации был проанали­
зирован случай отрицательного регрета и получены соответствующие теоре­
тические оценки количества непродуктивных шагов в данном случае.

П. 2.4 посвящен стохастической постановке задачи оптимизации с со­
хранением предположений о гладкости целевой функции и функционального
ограничения, более того, предложенные методы также имеют оптимальные
оценки скорости сходимости 𝑂

(︀
1
𝜀2

)︀
.
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В п. 2.5 рассматривается задача минимизации относительно сильно
выпуклой

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦) + 𝜇𝑉 (𝑦, 𝑥) ≤ ⟨∇𝑓(𝑥), 𝑥− 𝑦⟩ ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑑𝑜𝑚𝑓 (45)

целевой функции с функциональным ограничением и предлагается процеду­
ра рестартов введенного ранее алгоритма зеркального спуска со скоростью
сходимости 𝑂

(︁
𝑀2

𝜇𝜀

)︁
, где 𝑀 — максимальная константа относительной лип­

шицевости целевой функции 𝑀𝑓 и функционального ограничения 𝑀𝑔:

𝑀 = max{𝑀𝑓 ,𝑀𝑔}. (46)

В главе 3 рассматривается задача поиска решения вариационного
неравенства для некоторого оператора 𝑔 : 𝑄 −→ R𝑛, где 𝑄 — некоторое
выпуклое замкнутое подмножество R𝑛:

max
𝑥
⟨𝑔(𝑥), 𝑥* − 𝑥⟩ ≤ 0, (47)

а также седловой задачи

𝑓 * = min
𝑥

max
𝑦
𝑓(𝑥,𝑦), (48)

где 𝑓(𝑥,𝑦) : 𝑄𝑥×𝑄𝑦 → R — выпуклая по 𝑥 и вогнутая по 𝑦 функция, 𝑄𝑥 ⊂ 𝐸1,
𝑄𝑦 ⊂ 𝐸2 — выпуклые компактные подмножества некоторых нормированных
конечномерных векторных пространств с заданными нормами ‖ · ‖1, ‖ · ‖2,
соответственно.

В п. 3.1 рассматривается адаптивный проксимальный метод реше­
ния вариационных неравенств с липшицевым оператором, гарантирующий
𝜀–точное решение за не более, чем 𝑂

(︀
1
𝜀

)︀
итераций, что является оптималь­

ной оценкой.
В пункте 3.2 предлагается аналог метода зеркального спуска для ва­

риационных неравенств с относительно ограниченным

⟨𝑔(𝑥),𝑦 − 𝑥⟩ ≤𝑀
√︀

2𝑉 (𝑦,𝑥), (49)
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и монотонным оператором:

⟨𝑔(𝑦)− 𝑔(𝑥),𝑦 − 𝑥⟩ ≥ 0, (50)

гарантирующий 𝜀–точное решение задачи (47) за 𝑂
(︀
1
𝜀2

)︀
итераций.

Далее, в п. 3.3 предлагается ускоренный метод решения седловой за­
дачи (48) в предположении, что градиент целевой функции частично удовле­
творяет условию Гельдера, 𝜈 ∈ [0,1], при этом по одной переменной является
гладким (градиент удовлетворяет условию Липшица):

‖∇𝑥𝑓(𝑥,𝑦)−∇𝑥𝑓(𝑥
′,𝑦)‖2 ≤ 𝐿𝑥𝑥‖𝑥− 𝑥′‖𝜈2, (51)

‖∇𝑥𝑓(𝑥,𝑦)−∇𝑥𝑓(𝑥,𝑦
′)‖2 ≤ 𝐿𝑥𝑦‖𝑦 − 𝑦′‖𝜈2, (52)

‖∇𝑦𝑓(𝑥,𝑦)−∇𝑦𝑓(𝑥
′,𝑦)‖2 ≤ 𝐿𝑥𝑦‖𝑥− 𝑥′‖𝜈2, (53)

‖∇𝑦𝑓(𝑥,𝑦)−∇𝑦𝑓(𝑥,𝑦
′)‖2 ≤ 𝐿𝑦𝑦‖𝑦 − 𝑦′‖2. (54)

При этом количество итераций для достижения 𝜀–точного решения составля­
ет

𝒪

(︃√︃
𝐿

𝜇𝑥
· log

√︃
𝐿𝑦𝑦

𝜇𝑦
· log 2𝐿𝑅2

𝜀

)︃
, (55)

где

𝐿 = 𝐿̃

(︃
𝐿̃

2𝜀

(1− 𝜈)(2− 𝜈)
2− 𝜈

)︃ (1−𝜈)(1+𝜈)
2−𝜈

, 𝐿̃ =

(︃
𝐿𝑥𝑦

(︂
2𝐿𝑥𝑦

𝜇𝑦

)︂ 𝜈
2−𝜈

+ 𝐿𝑥𝑥𝐷
𝜈−𝜈2

2−𝜈

)︃
,

(56)
где 𝐷 — диаметр множества определения 𝑓(𝑥,·).

В п. 3.4 впервые предлагается техника рестартов для вариационных
неравенств с гельдеровым сильно монотонным оператором:

⟨𝑔(𝑥)− 𝑔(𝑦), 𝑥− 𝑦⟩ ≥ 𝜇‖𝑥− 𝑦‖2, (57)

при этом допускается, что вычисление оператора, удовлетворяющего условию
Гельдера с константой 𝐿𝜈, допустимо с некоторыми погрешностями. Скорость
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сходимости алгоритма при этом составляет

𝑂

(︃(︂
𝐿𝜈

𝜇

)︂ 2
1+𝜈 2

2
1+𝜈Ω

𝜀
1−𝜈
1+𝜈

· log2
2𝑅2

0

𝜀

)︃
, (58)

где 𝑅0,Ω являются некоторыми характеристиками рассматриваемого про­
странства. Стоит отметить, что для 𝜈 = 0 скорости сходимости предложен­
ного алгоритма и ускоренного метода п.3.3 совпадают, в то время как для
𝜈 > 0 асимптотическая скорость сходимость ускоренного метода п. 3.3 явля­
ется лучшей.

Определение 9. Предположим, что для некоторого 𝛿𝑢 > 0 (неконтроли­
руемая ошибка) и для любого 𝛿𝑐 > 0 (контролируемая ошибка) существует
такая константа 𝐿(𝛿𝑐) ∈ (0,+∞), что ∀𝑥,𝑦 ∈ 𝑄 мы можем посчитать
такие 𝑔(𝑥,𝛿𝑐,𝛿𝑢) и 𝑔(𝑦,𝛿𝑐,𝛿𝑢) ∈ 𝐸*, что выполнены неравенства:

⟨𝑔(𝑦,𝛿𝑐,𝛿𝑢)− 𝑔(𝑥,𝛿𝑐,𝛿𝑢), 𝑦 − 𝑧⟩ ≤
𝐿(𝛿𝑐)

2

(︀
‖𝑦 − 𝑥‖2 + ‖𝑦 − 𝑧‖2

)︀
+ 𝛿𝑐 + 𝛿𝑢, (59)

⟨𝑔(𝑦,𝛿𝑐,𝛿𝑢)− 𝑔(𝑦), 𝑦 − 𝑧⟩ ≥ −𝛿𝑢, ∀𝑧 ∈ 𝑄. (60)

Тогда будем называть оператор 𝑔(·,𝛿𝑐,𝛿𝑢) неточным оракулом 𝑔.

Теорема 3 ([7]). Предположим, что 𝑔(·) и 𝑔(·,𝛿𝑐,𝛿𝑢) удовлетворяют (59) и
(60). Тогда, ∀𝑘 ≥ 1 и любого 𝑢 ∈ 𝑄:

1∑︀𝑘−1
𝑖=0 𝑀

−1
𝑖

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑀−1
𝑖 ⟨𝑔(𝑤𝑖), 𝑤𝑖 − 𝑢⟩

≤ 1∑︀𝑘−1
𝑖=0 𝑀

−1
𝑖

(𝑉 (𝑢,𝑧0)− 𝑉 (𝑢,𝑧𝑘)) +
𝜀

2
+ 𝛿𝑢 + 2𝛿𝑝𝑢.

(64)

Более того, общее количество вызовов оракула не превосходит

inf
𝜈∈[0,1]

(︃
16

(︂
𝐿𝜈

𝜀

)︂ 2
1+𝜈

·max
𝑢∈𝐶

𝑉 (𝑢,𝑧0) + 2 log2 2

(︃(︂
1

𝜀

)︂ 1−𝜈
1+𝜈

𝐿
2

1+𝜈
𝜈

)︃)︃
−2 log2(𝑀−1).

(65)
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Алгоритм 3 Адаптивный проксимальный метод для вариационных нера­
венств в концепции неточного оракула
Require: 𝜀 > 0, 𝛿𝑢 > 0, 𝛿𝑝𝑢 > 0, 𝑀−1, 𝐿(𝛿𝑐), 𝑑(𝑥)

1: 𝑘 = 0, 𝑧0 = argmin
𝑢∈𝑄

𝑑(𝑢)

2: for 𝑘 = 0,1, . . . do
3: 𝑖𝑘 = 0, 𝛿𝑐,𝑘 = 𝜀

4 , 𝛿𝑝𝑐,𝑘 =
𝜀
8

4: repeat
5: 𝑀𝑘 = 2𝑖𝑘−1𝑀𝑘−1
6: Вычислить

𝑤𝑘 = argmin
𝑥∈𝑄

𝛿𝑝𝑐,𝑘+𝛿𝑝𝑢
{︁
⟨𝑔(𝑧𝑘,𝛿𝑐,𝑘,𝛿𝑢),𝑥⟩+𝑀𝑘𝑉 (𝑥,𝑧𝑘)

}︁
(61)

𝑧𝑘+1 = argmin
𝑥∈𝑄

𝛿𝑝𝑐,𝑘+𝛿𝑝𝑢
{︁
⟨𝑔(𝑤𝑘,𝛿𝑐,𝑘,𝛿𝑢),𝑥⟩+𝑀𝑘𝑉 (𝑥,𝑧𝑘)

}︁
(62)

7: 𝑖𝑘 = 𝑖𝑘 + 1
8: until

⟨𝑔(𝑤𝑘,𝛿𝑐,𝛿𝑢)−𝑔(𝑧𝑘,𝛿𝑐,𝛿𝑢), 𝑤𝑘−𝑧𝑘+1⟩ ≤
𝑀𝑘

2

(︁
‖𝑤𝑘−𝑧𝑘‖2+‖𝑤𝑘−𝑧𝑘+1‖2

)︁
+𝛿𝑐,𝑘+𝛿𝑢

(63)

9: 𝑘 = 𝑘 + 1
10: end for
Ensure: ̂︀𝑤𝑘 =

1∑︀𝑘−1
𝑖=0 𝑀−1

𝑖

∑︀𝑘−1
𝑖=0 𝑀

−1
𝑖 𝑤𝑖

Теорема 4. Предположим, что оператор 𝑔(𝑥) является 𝜇 > 0–сильно мо­
нотонным. Также, предположим, что прокс-функция 𝑑(𝑥) удовлетворяет
𝑑(𝑥) ≤ Ω

2 ∀𝑥 ∈ 𝑄 : ‖𝑥‖ ≤ 1, а начальная точка 𝑥0 ∈ 𝑄 и 𝑅0 > 0 такие,
что ‖𝑥0−𝑥*‖2 ≤ 𝑅2

0. Тогда для 𝑝 ≥ 0, последовательность 𝑥𝑝, генерируемая
Алгоритмом 4, удовлетворяет

‖𝑥𝑝 − 𝑥*‖2 ≤ 𝑅2
0 · 2−𝑝 +

𝜀

2
+

2𝛿𝑢 + 4𝛿𝑝𝑢
𝜇

, (66)

а точка 𝑥𝑝, являющаяся результатом работы Алгоритма 4, удовлетворяет

‖𝑥𝑝 − 𝑥*‖2 ≤ 𝜀+
2𝛿𝑢 + 4𝛿𝑝𝑢

𝜇
. (67)

В заключении приведены основные результаты работы, которые за­
ключаются в следующем.
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Алгоритм 4 Техника рестартов адаптивного проксимального метода для
вариационных неравенств в концепции неточного оракула
Require: 𝜀 > 0, 𝛿𝑢 > 0, 𝛿𝑝𝑢 > 0, 𝜇 > 0, Ω, такое что 𝑑(𝑥) ≤ Ω

2 ∀𝑥 ∈ 𝑄 : ‖𝑥‖ ≤
1; 𝑥0, 𝑅0, такое что ‖𝑥0 − 𝑥*‖2 ≤ 𝑅2

0

1: 𝑝 = 0,𝑑0(𝑥) = 𝑅2
0𝑑
(︁
𝑥−𝑥0

𝑅0

)︁
2: repeat
3: 𝑥𝑝+1 — результат работы Алгоритма 3 с точностью 𝜇𝜀

2 , 𝛿𝑢, 𝛿𝑝𝑢, прокс
функцией 𝑑𝑝(·) и критерием остановки

∑︀𝑘−1
𝑖=0 𝑀

−1
𝑖 ≥ Ω

𝜇

4: 𝑅2
𝑝+1 = 𝑅2

0 · 2−(𝑝+1) + 2(1− 2−(𝑝+1))(𝜀4 + 𝛿𝑢 + 2𝛿𝑝𝑢)

5: 𝑑𝑝+1(𝑥)← 𝑅2
𝑝+1𝑑

(︁
𝑥−𝑥𝑝+1

𝑅𝑝+1

)︁
6: 𝑝 = 𝑝+ 1

7: until 𝑝 > log2
2𝑅2

0

𝜀 .
Ensure: 𝑥𝑝.

В рамках диссертации впервые были предложены:
1. аналог метода зеркального спуска с переключениями для задач ми­

нимизации квазивыпуклого целевого функционала с квазивыпук­
лыми липшицевыми ограничениями типа неравенств;

2. техника рестартов адаптивного проксимального зеркального метода
для сильно монотонных вариационных неравенств с гельдеровыми
операторами;

3. ускоренный метод для (гельдеровой) седловой задачи с понижен­
ным уровнем гладкости.

В рамках поставленных задач, был разработан аналог метода зеркального
спуска с переключениями для решения задачи минимизации квазивыпуклых
нелипшицевых функций с квазивыпуклыми липшицевыми ограничениями ти­
па неравенств со скоростью сходимости 𝑂

(︀
1
𝜀2

)︀
. Был предложен алгоритм

решения задачи минимизации квазивыпуклой целевой функции, не удовле­
творяющей условию Липшица, но при этом имеющей липшицев градиент, с
квазивыпуклым ограничением. Были предложены оптимальные методы зер­
кального спуска для относительно липшицевой задачи оптимизации с функ­
циональным ограничением в случае онлайн и стохастической постановки за­
дачи. При этом была рассмотрена концепция модельной общности функции
соответствующего класса гладкости. Были предложены соответствующие мо­
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дификации метода зеркального спуска для относительно липшицевых задач
в случае стохастической постановки задачи оптимизации.
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