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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà íåñêîëüêèì òåìàì èç ãåîìåòðèè è êîìáèíàòîðè-

êè, ãðóïïèðóþùèìñÿ âîêðóã èäåè ïîäñ÷åòà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ äàí-

íûìè îñîáåííîñòÿìè. Íàèáîëåå èçâåñòíàÿ çàäà÷à òàêîãî òèïà � âîñõîäÿùàÿ ê

�óðâèöó [1℄ çàäà÷à ïîäñ÷åòà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ìåðîìîð�íûç �óíêöèé

íà êðèâûõ çàäàííîãî ðîäà, èìåþùèõ êðèòè÷åñêèå òî÷êè çàäàííîé ñòðóêòóðû.

Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû, èñïîëüçóþåìûå äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé è ïîäîáíûõ çàäà÷,

çà÷àñòóþ èñïîëüçóþò ìíîãî÷èñëåííûå âàðèàíòû êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà �

ìàòðè÷íîé òåîðåìû î äåðåâüÿõ (Êèðõãî�, [2℄).

Â äèññåðòàöèè ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâíûå ãðóïïû ðåçóëüòàòîâ:

1. (ñîâìåñòíî ñ �. Ôåñëåðîì) Òåîðèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë �óðâèöà, ïà-

ðàëëåëüíàÿ êëàññè÷åñêîé (�êîìïëåêñíîé�) òåîðèè. Ìû �îðìóëèðóåì è

ñðàâíèâàåì íåñêîëüêî ìîäåëåé äëÿ ýòèõ ÷èñåë, ïîëó÷àåì äëÿ íèõ ÿâíûå

�îðìóëû è äîêàçûâàåì, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ýòèõ ÷èñåë óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîõîæåìó íà êëàññè÷åñêîå

óðàâíåíèå ut-and-join.

2. (íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ ñîàâòîðàìè � Â.Êóëè-

øîâûì, Ä.Çâîíêèíûì, Á.Øàïèðî, À.Ïëîñêîíîñîâûì è À.Òðî�èìîâîé)

�àçëè÷íûå îáîáùåíèÿ ìàòðè÷íîé òåîðåìû î äåðåâüÿõ, â êîòîðîé ìàò-

ðèöà Ëàïëàñà çàìåíÿåòñÿ íà ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïîâîé àëãåáðû

ãðóïïû Êîêñåòåðà, à îïðåäåëèòåëè (èëè ìèíîðû) � íà èõ âûñøèå àíà-

ëîãè, ìíîãî÷ëåíû ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè.

3. (ñîâìåñòíî ñ ðÿäîì àâòîðîâ, â ò.÷. ñ Á.Øàïèðî è Ñ.Ëüâîâñêèì) �åîìåò-

ðè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ðåçóëüòàòû â çàäà÷àõ, àíàëîãè÷íûõ çàäà÷å

�óðâèöà. Ïîäñ÷åò �óíööèé ñ çàäàííûì íàáîðîì îñîáåííîñòåé â äàí-

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ (êîíêðåòíî, íà ìíîãîîáðàçèè Ñåâåðè),

à òàêæå îïèñàíèå îòîáðàæåíèé àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, ðàçâåòâ-

ëåííûõ íàä çàäàííîé êðèâîé.

Çäåñü ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé; ââåäåíèå ê

äèññåðòàöèè ñîäåðæèò áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå.

Áëàãîäàðíîñòè

Áîëüøàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ïîëó÷åíà ñîâìåñòíî ñ ñîàâòîðàìè,

êîòîðûì ÿ õî÷ó âûðàçèòü ñâîþ ñàìóþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü. Èç òåõ ìîèõ

êîëëåã, êòî íå áûë ìîèì ñîàâòîðîì, ÿ áû õîòåë îñîáî ïîáëàãîäàðèòü Ì. Êà-

çàðÿíà è Ñ. Ëàíäî, êîòîðûå íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò îðãàíèçóþò íàó÷íûé

ñåìèíàð � èäåàëüíîå äëÿ ìåíÿ ìåñòî, ÷òîáû ó÷èòüñÿ íîâîìó è ïðåäñòàâëÿòü

ñâîè èäåè.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñâîåé íàó÷íîé êàðüåðû Ñåðãåé Íàòàíçîí (1948�2020)

áûë âåäóùèì ýêñïåðòîì â âîïðîñàõ âåùåñòâåííîé ãåîìåòðèè (êðèâûå ñ àíòèãî-

ëîìîð�íîé èíâîëþöèåé è èõ îòîáðàæåíèÿ). Åãî èäåè âî ìíîãîì ñ�îðìèðîâàëè

ìîè âçãëÿäû â ýòîé îáëàñòè. Óâû, òðàãì÷åñêàÿ ñìåðòü Ñåðãåÿ îò êîðîíàâèðóñà

ïîìåøàëà íàì ñòàòü ñîàâòîðàìè.
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1. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà �óðâèöà

Ïóñòü m � öåëîå ÷èñëî, à λ = (λ1 ≥ · · · ≥ λs) � ðàçáèåíèå. Êëàññè÷åñêîå

(îäíî÷àñòíîå) ÷èñëî �óðâèöà hm,λ îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîëè÷åñòâî êëàññîâ ýê-

âèâàëåíòíîñòè ìåðîìîð�íûõ �óíêöèé íà êîìïàêòíûõ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ,

èìåþùèõ m ïðîñòûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé è åùå îäíî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå

ñ ïðî�èëåì λ (ò.å. çíà÷íèå, ïðîîáðàç êîòîðîãî ñîñòîèò èç òî÷åê êðàòíîñòüþ λ1,

λ2 è ò.ä.). Ìîíîäðîìèÿ ñîïîñòàâëÿåò �óíêöèè íàáîð ïåðåñòàíîâîê è äîêàçûâà-

åò (ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ [3℄ è åå ñïèñîê ëèòåðàòóðû), ÷òî ÷èñëî n!hm,λ ðàâíî

êîëè÷åñòâó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé σ1, . . . , σm òðàíñïîçèöèé â ãðóïïå Sn (çäåñü

n = |λ| ), ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ èìååò öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó λ. Â ñòàòüå [4℄

(è ïîçäíåå â ñòàòüå [5℄) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî �óðâèöà ðàâíî ÷èñëó ëåíòî÷-

íûõ ðàçëîæåíèé ïðî�èëÿ λ, òî åñòü êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ ñî ñïåöèàëüíûì

ñâîéñòâàìè íà êðèâîé, ãäå îïðåäåëåíà ìåðîìîð�íàÿ �óíêöèÿ.

Â äàííîì ïàðàãðà�å äèññåðòàöèè âñå óêàçàííûå ïîÿíòèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íà

ñëó÷àé âåùåñòâåííûõ êðèâûõ áåç âåùåñòâåííûõ òî÷åê, òî åñòü êîìïëåêñíûõ

êðèâûõ ñ àíòèãîëîìîð�íîé èíâîëþöèåé áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ìåðîìîð�-

íûå �óíêöèè â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ âåùåñòâåííûå ñ âåùåñòâåííûìè

êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðàíñïîçèöèé èìåþò äëèíó 2m
è îáëàäàþò îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé. Ëåíòî÷íûå ðàçëîæåíèÿ èíâàðèàíòíû

îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè.

Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ êëàññè÷åñêèõ ÷èñåë �óðâèöà

H(β, p) =
∑

m,λ

hm,λ

βm

m! |λ| !
pλ1

pλ2
. . .

óäîâëåòâîðÿåò ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, íàçû-

âàåìîìó óðàâíåíèåì ut-and-join. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë �óðâèöà óäîâëåòâîðÿåò ïîõîæåìó óðàâíåíèþ. (Îáà óðàâ-

íåíèÿ � ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà [6℄: óðàâíåíèå äëÿ âå-

ùåñòâåííûõ ÷èñåë �óðâèöà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà α = 2, à äëÿ

êëàññè÷åñêèõ � α = 1.)

2. Îáîáùåíèÿ ìàòðè÷íîé òåîðåìû î äåðåâüÿõ

Ìàòðèöåé Ëàïëàñà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà L, âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êî-

òîðîé ðàâíû wij (1 ≤ i 6= j ≤ n), à äèàãîíàëüíûå −
∑

j 6=i wij (1 ≤ i ≤ n).

Êëàññè÷åñêàÿ ìàòðè÷íàÿ òåîðåìà î äåðåâüÿõ (�. Êèðõãî�, [2℄, 1847) âûðàæàåò

ãëàâíûé ìèíîð ìàòðèöû Ëàïëàñà â âèäå ñóììû ìîíîìîâ îò ìàòðè÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ, èíäåêñèðîâàííûõ îðèåíòèðîâàííûì äåðåâüÿìè ñ n âåðøèíàìè è åäèí-

ñòâåííûì èñòî÷íèêîì. Òåîðåìà èìååò ðÿä îáîáùåíèé, âêëþ÷àÿ �îðìóëó äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ìèíîðà; ñì. ïîäðîáíîñòè â ñòàòüå [7℄.

Âî âòîðîì ïàðàãðà�å äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ íåñêîëüêî íîâûõ îáîáùå-

íèé. Îäíî èç íèõ � òîæäåñòâî, â êîòîðîì äåòåðìèíàíòû (ìèíîðû) çàìåíÿ-

þòñÿ íà èõ âûñøèå àíàëîãè � ìíîãî÷ëåíû ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè îò ìàòðè÷-

íûõ ýëåìåíòîâ. Äðóãîå îáîáùåíèå ñâÿçàíî ñ òåì �àêòîì, ÷òî â ñèììåòðè-

÷åñêîì ñëó÷àå (ò.å. êîãäà wij = wji) ìàòðèöà Ëàïëàñà ýòî ìàòðèöà ýëåìåí-

òà W
def

=
∑

1≤i6=j≤n wij(1 − (ij)) ãðóïïîâîé àëãåáðû ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû

Sn, äåéñòâóþùåãî â n-ìåðíîì ïåðåñòàíîâî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè. Ìû çàìåíÿåì
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ãðóïïó Sn íà ïðîèçâîëüíóþ ãðóïïó Êîêñåòåðà, à W � íà ïðîèçâîëüíûé ýëå-

ìåíò ñïåöèàëüíîé ïîäàëãåáðû Ëè ãðóïïîâîé àëãåáðû (íàçûâàåìîé àëãåáðîé

Ëè-ïîäîáíûõ ýëåìåíòîâ). Ïîëó÷åííûå ìàòðèöû îáëàäàþò èíòåðåñíûìè êîì-

áèíàòîðíûìè ñâîéñòâàìè, îäíî èç êîòîðûõ � àíàëîã ìàòðè÷íîé òåîðåìû î

äåðåâüÿõ.

Êðîìå òîãî, â ýòîì ïàðàãðà�å ìû äîêàçûâàåì òîïîëîãè÷åñêèé ðåçóëüòàò �

�îðìóëó äëÿ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà âëîæåíèé ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ãðà�à â

ïîâåðõíîñòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî ðîäà. Ýòà òåîðåìà èñïîëüçóåò ìíîãîïà-

ðàìåòðè÷åñêèé àíàëîã ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè äëÿ ÷èñåë �óðâèöà è ñîäåðæèò

â êà÷åñòâå îäíîãî èç èíãðåäèåíòîâ ìàòðè÷íóþ òåîðåìó î äåðåâüÿõ.

3. �àçíîå

Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò ðÿä ðåçóëüòàòîâ, íå ñâÿçàííûõ íåïîñðåäñòâåííî ñ çà-

äà÷åé �óðâèöà, íî ïîõîæèõ íà íåå ïî �îðìóëèðîâêå èëè ïî èñïîëüçóåìûì

ìåòîäàì. Îäèí èç íèõ � ýòî ìàòðè÷íàÿ òåîðåìà î ïîäãðà�àõ, ãäå âìåñòî ñóì-

ìèðîâàíèÿ ïî îñòîâíûì äåðåâüÿì ãðà�à ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå ïî îñòîâ-

íûì ïîäãðà�àì ñ çàäàííûì 2-ÿäðîì. Òàêîå ñóììèðîâàíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñ-

ëèòü îáîáùåííûå ìèíîðû (èëè f -ìèíîðû) ìàòðèöû Ëàïëàñà, ÷åðåç êîòîðûå,

â ñâîþ î÷åðåäü, ëåãêî âûðàæàþòñÿ ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè ïîäãðà�îâ ðàçíûõ

êëàññîâ � íàïðèìåð, ïîäãðà�îâ ñ íóëåâîé ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé.

Â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å �óðâèöû ïîäñ÷èòûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî �óíêöèé ñ çà-

äàííûì âåòâëåíèåì íà êðèâûõ äàííîãî ðîäà. Ìîæíî ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íóþ

çàäà÷ó äëÿ �óíêöèé èç äðóãèõ ñåìåéñòâ, íàïðèìåð, äëÿ ïðîåêöèé ïëîñêèõ êðè-

âûõ. Äëÿ òàêèõ ñåìåéñòâ ìû ïîëó÷àì èíòåðåñíûé ÷àñòè÷íûé ðåçóëüòàò � â

ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòðû çàäà÷è (ðîä êðèâîé, åå ñòåïåíü è ïàðàìåòð âûðîæäå-

íèÿ) óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåííûì íåðàâåíñòâàì.

Òàêæå ìû ðàññìàòðèâàåì îäíó çàäà÷ó â áîëüøåé ðàçìåðíîñòè � íàõîäèì

óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äàííàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì âåòâëåíèÿ îòîáðà-

æåíèÿ ìåæäó àëãåáðàè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè. Íàø ðåçóëüòàò çäåñü îáîáùàåò

êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Â. Êóëèêîâà [8℄.

4. Ïëàí äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ñëåäóþùèõ ñòàòåé:

×èñëà â ñêîáêàõ � ññûëêè íà ñïèñîê ëèòåðàòóðû â êîíöå

1. [16℄ Yu. Burman. Triangulation of surfaes with boundary and the homotopy

priniple for funtions without ritial points (Òðèàíãóëÿöèè ïîâåðõíî-

ñòåé ñ êðàåì è ãîìîòîïè÷åñêèé ïðèíöèï äëÿ �óíêöèé áåç êðèòè÷åñêèõ

òî÷åê) // Annals of Global Analysis and Geometry, Vol. 17 (1999), No. 3,

pp. 221�238.

2. [12℄ Yu. Burman, B. Shapiro, Around matrix-tree theorem (Âîêðóã ìàò-

ðè÷íîé òåîðåìû î äåðåâüÿõ) // Mathematial Researh Letters, Vol. 13

(2003), No. 5. p. 7611�774.

3. [15℄ A. Berenstein, Yu. Burman, Quasiharmoni polynomials for Coxeter

groups and representations of Cherednik algebras (Êâàçèãàðìîíè÷åñêèå

ìíîãî÷ëåíû äëÿ ãðóïï Êîêñåòåðà è ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð ×åðåäíèêà)

// Transations of the Amerian Mathematial Soiety, Vol. 362 (2010).

No. 1, pp. 229�260.
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4. [4℄ Yu. Burman, D. Zvonkine. Cyle fatorizations and 1-faed graph em-

beddings (Ôàêòîðèçàöèè öèêëà è îäíîãðàííûå âëîæåíèÿ ãðà�îâ) //
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5. Ñïèñîê îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè

1. Â [5℄ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà �óðâèöà h∼
m,λ (ãäå m � öåëîå

÷èñëî, à λ � ðàçáèåíèå) è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ êàæäîãî èç

òðåõ ìíîæåñòâ Dm,λ, Sm,λ and Hm,λ ðàâíî n!hm,λ. Çäåñü

• Dm,λ � ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè âåùåñòâåííûõ ìåðîìîð�-

íûõ �óíêöèé íà âåùåñòâåííîé êðèâîé áåç âåùåñòâåííûõ òî÷åê, èìåþ-

ùèõ m âåùåñòâåííûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ñ ïðî�èëåì 221n−4
è îäíî

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñ ïðî�èëåì 12λ122λ2 . . . .
• Sm,λ � ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (σ1, . . . , σm) òðàíñïîçèöèé σl ∈
S2n òàêèõ, ÷òî ïåðåñòàíîâêà xτx−1τ ∈ S2n, ãäå x = σ1 . . . σm, à τ =
(1, n + 1) . . . (n, 2n), ðàñêëàäûâàòñÿ íà öèêëû c1, c

′
1, c2, c

′
2, . . . , ãäå äëÿ

âñåõ k äëèíû öèêëîâ ck è c′k ðàâíû λk è c′k = τckτ .
• #Hm,λ � ìíîæåñòâî ëåíòî÷íûõ ðàçëîæåíèé âåùåñòâåííîé ïîâåðõíîñòè

ñ êðàåì, ñîäåðæàùèõ m ëåíòî÷åê è èìåþùèõ ïðî�èëü λ; äèññåðòàöèÿ
ñîäåðæèò òî÷íîå îïðåäåëåíèå ýòèõ ïîíÿòèé.

Òàêæå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

H∼(β, p)
def

=
∑

m≥0

∑

λ

h∼
m,λ

m! |λ| !
pλ1

pλ2
. . . pλs

βm
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óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂H∼

∂β
=

CJ∼(H∼), ãäå CJ∼ (�ïîäêðó÷åííûé îïåðàòîð ut-and-join�) � îïåðàòîð Ëàïëàñà�

Áåëüòðàìè ñ ïàðàìåòðîì α = 2 (êëàññè÷åñêèé îïåðàòîð ut-and-join � òî æå

ñàìîå ñ ïàðàìåòðîì α = 1).

2. �àññìîòðèì êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V , íàáîð âåêòîðîâ e1, . . . ,
eN ∈ V è êîâåêòîðîâ α1, . . . , αN ∈ V ∗

. Ïóñòü M [e, α] : V → V � ëèíåéíûé îïå-

ðàòîð ðàíãà 1, çàäàííûé �îðìóëîé M [e, α](v) = 〈α, v〉e. Â [9℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ

ëèíåéíûé îïåðàòîð R : V → V âèäà R = P (M [e1, α1], . . . ,M [eN , αN ]), ãäå

P (x1, . . . , xN ) =

m∑

s=1

∑

1≤i1,...,is≤N

ci1,...,isxi1 . . . xis

� ïðîèçâîëüíûé íåêîììóòàòèâíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m. Ìû äîêàçûâàåì ÿâ-

íóþ �îðìóëó äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà R â òåðìèíàõ

ei, αh è êîý��èöèåíòîâ ci1...is . Ôîðìóëà èìååò âèä �äèñêðåòíîãî èíòåãðàëà ïî
ïóòÿì�; èç íåå âûòåêàåò �îðìóëà Êîøè�Áèíå è ìíîãî÷èñëåííûå âåðñèè ìàò-

ðè÷íîé òåîðåìû î äåðåâüÿõ è èõ àíàëîãè, â òîì ÷èñëå �îðìóëà �. Êåíüîíà äëÿ

îïðåäåëèòåëÿ ëàïëàñèàíà â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñâÿçíîñòüþ.

3. Â ñòàòüå [11℄ äîêàçûâàåòñÿ òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òîæäåñòâ

∆Bn,k(q, y, z) = B̂n,k(q, y − 1, z − 1),

ãäå Bn,k(q, y, z) è B̂n,k(q, y, z) � �îðìàëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè îðåèíòèðî-

âàííûõ ãðà�îâ ñ n âåðøèíàìè è k ðåáðàìè; êîý��èöèåíò ïðè ãðà�å G â Bn,k �

îðèåíòèðîâàííûé àíàëîã BG(q, y, z) ìíîãî÷ëåíà Òàòòà ãðà�à G (îïðåäåëåíèå

áûëî âïåðâûå äàíî â ñòàòüå [17℄), à êîý��èöèåíò â B̂n,k ðàâåí ñóììå ÷ëåíîâ

ñòåïåíè k â BG(q, y, z). Òàêæå ∆ � ëèíåéíûé îïåðàòîð íà ïðîñòðàíñòâå ãðà-

�îâ (�àáñòðàêòíûé ëàïëàñèàí�). Âûáèðàÿ ñïåöèàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ,

ìû ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû, áëèçêèå ê ìàòðè÷íîé òåîðåìå î äåðåâüÿõ.

Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà

∆detIn,k =
(−1)k

k!

∑

G∈AI
n,k

G,

ãäå detIn,k ��îðìàëüíàÿ àëüòåðíèðîâàííàÿ ñóììà âïîëíå öèêëè÷åñêèõ ãðà�îâ,

ó êîòîðûõ âåðøèíû I = {i1, . . . , is} ⊂ {1, . . . , n}, è òîëüêî îíè, èçîëèðîâàíû.

Òàêæå A
I
n,k � ìíîæåñòâî àöèêëè÷åñêèõ ãðà�îâ, â êîòîðûõ âåðøèíû èç ìíîæå-

ñòâà I, è òîëüêî îíè, ÿâëÿþòñÿ ñòîêàìè. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà � ìíîãî÷ëåí

ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé àíàëîã îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû

(òî÷íåå, ìèíîðà).

4. Â ñòàòüå [14℄ ìû èçó÷àåì ñëåäóþùèé âîïðîñ: ïóñòü p � òî÷êà (êîìïëåêñíîé

ïðîåêòèâíîé) ïëîñêîñòè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íîäàëüíûõ ïëîñêèõ êðèâûõ ñòå-

ïåíè d è ðîäà g, èìåþùèõ çàäàííûé íàáîð èç ℓ êàñàòåëüíûõ â ñàìîé òî÷êå p,
çàäàííûé íàáîð ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç p è êàñàþùèõñÿ êðèâîé â äðóãèõ

òî÷êàõ è, åñëè ïîçâîëÿåò ðàçìåðíîñòü, çàäàííûé íàáîð ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ
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÷åðåç p è ñîäåðæàùèõ íîäû êðèâîé. Îòâåò ðàâåí

(
d

2

)d+ℓ−g−2

dℓhg,1d/d! åñëè d+ ℓ ≥ g + 2,

dd+2ℓ−g−2

(
2g − d− ℓ− 1

g − 3

)
hg,1d/d! åñëè d+ ℓ < g + 2 ≤ d+ 2ℓ,

ãäå hg,1d � êëàññè÷åñêîå ÷èñëî �óðâèöà. Îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé g + 2 > d + 2ℓ â
íàñòîÿùåå âðåìÿ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
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