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1. Классические числа Гурвица

Числа Гурвица впервые были введены в конце XIX века в работе А.Гурвица
[16] и практически забыты в дальнейшем. Интерес к ним возродился лищь в
конце 1990-х годов среди специалистов по математической физике, а также по
теории групп и алгебраической геометрии.

Первоначально числа Гурвица определялись как число классов изоморфиз-
ма разветвленных накрытий сферы, где профиль одного из критических значе-
ний фиксирован, а остальные критические значения простые. В работе Гурвица
показано, что эта задача алгебраической геометрии сводится, путем рассмот-
рения монодромии, к комибинаторной задаче подсчета числа наборов транспо-
зиций, произведение которых принадлежит заданному классу сопряженности
в группе перестановок. Тем самым числа Гурвица позволяют связать друг с
другом две по-видимому далекие области математики.

В работе 2001 года [9] (T.Ekedahl, S.Lando, M.Shapiro, A.Vainshtein) доказана
замечательная формула (называемая по именам авторов ELSV), свзывающая
числа Гуравица с другой областью математики — геометрией пространств мо-
дулей комплексных кривых. (А именно, числа Гурвица оказываются числами
пересечений определенных классов когомологий на этих пространствах.) Тем
самым числа Гурвица — по определению объект дискретный, комбинаторный
— описывают структуру топологического происхождения. Еще одна топологи-
ческая реализация чисел Гурвица была обнаружена Ю.Бурманом и диссертан-
том в работе [2]; см. подробности в главе 1 диссертации.

Еще одна группа теорем, касающихся чисел Гурвица, была получена в те-
чение последних тридцати дет при исследованиях, касающихся так называе-
мой гипотезы Виттена [30]. Эта гипотеза (к настоящему моменту доказанная
несколькими способами, см. [20], [19]) утверждает, что производящая функ-
ция чисел Гурвица удовлетворяет параболическому уравнению второго по-
рядка, называемому уравнением cut-and-join и, следовательно, является тау-
функцией интегрируемой иерархии КП. Комбинаторно смысл уравнения cut-
and-join описывает поведение циклической структуры перестановки при умно-
жении ее на транспозицию: либо два цикла перестановки склеиваются в один,
либо один цикл делится на два [12]. Собственные функции оператора cut-and-
join — многочлены Шура, что позволяет выразить через них числа Гурвица
[19].

Ниже еще раз перечислены упомянутые свойства классических чисел Гур-
вица hm,λ .

• Алгебраическое определение:
#(σ1, . . . , σm) | ∀i σi ∈ C2 и σ1σ2 . . . σm ∈ Cλ

• Алгебро-геометрическое определение:
Количество классов изоморфизма разветвленных накрытий сферы, где
m конечных критические значений простые, а критическое значение∞
имеет профиль ветвления λ

• Геометрическое определение:
Числа пересечений в когомологиях пространства модулей стабильных
кривых (формула ELSV)

• Топологическое определение:
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Число разложений поверхности на m неперекрученных ленточек и n
дисков, где граница поверхности состоит из s компонент, содержащих
λ1, . . . , λs вершин (концов диагоналей ленточек)

• Выражение через многочленыШура производящей функцииH(β, p1, p2, . . . )
(несвязных) чисел Гурвица:
H(β, p1, p2, . . . ) =

∑
λ sλ(1, 0, 0, . . . )sλ(p1, p2, . . . ) exp

∑∞
i=1 λi(λi−2i+1)β

• Решение дифференциального уравнения cut-and-join:
∂H
∂β = 1

2

∑∞
i,j=1

(
(i+ j)pipj

∂H
∂pi+j

+ ijpi+j
∂2H
∂pi∂pj

)
• Интегрируемая система:
H(β, p1, p2, . . . ) - тау-функция интегрируемой иерархии КП

В настоящей работе мы изучаем новые типы чисел Гурвица: подкрученные
(вещественные) и числа Гурвица для групп, порожденных отражениями, типов
B and D. Ниже представлены основные результаты диссертации.

2. Вещественные (подкрученные) числа Гурвица

В главе 1 диссертации мы вводим новую топологическую модель для чисел
Гурвица:

Definition. Поверхностью с пометками на границе (Decorated-boundary surface,
DBS) называется тройка (M, (a1, . . . , an), (o1, . . . , on)), в которойM — компакт-
ная поверхность (двумерное многообразие) с краем, a1, . . . , an ∈ ∂M — отме-
ченные точки, а oi — локальная ориентация границы ∂M (и, следовательно,
самой поверхности M) в окрестности точки ai. При этом предполагается, что

• каждая компонента связности поверхности M имеет непустую границу
и

• каждая компонента связности границы ∂M содержит хотя бы одну от-
меченную точку ai.

Поверхности с пометками на границе M и M ′ с одним и тем же n назы-
ваются эквивалентными, если существует гомеоморфизм h : M → M ′, для
которого h(ai) = a′i и h∗(oi) = o′i для всех i = 1, . . . , n. Множество классов
эквивалентности DBS с n отмеченными точками обозначает DBSn.

Выберем отмеченные точки ai, aj ∈ ∂M , и пусть εi, εj ∈ {+,−}. Возьмем
точки a′i, a

′
j ∈ ∂M , лежащие около ai, aj таким образом, чтобы дуга края

aia
′
i была направлена согласно ориентации oi, если εi = +, и против ориен-

тации, еслиεi = −; то же самое для j. Возьмем теперь длинный узкий пря-
моугольник (“ленточку”) и приклеим ее короткие стороны к границе ∂M , как
показано на рисунке 2. После приклеивания получится поверхность M ′ с кра-
ем ∂M ′ 3 a1, . . . , an. Край M ′ около точек ai и aj содержит дугу края ∂M
(“старая” часть края) и чать длинной стороны приклеенной ленточки (“новая”
часть); определим локальные ориентации o′i, o′j края ∂M ′ в окрестности точек
ai, aj так, чтобы ориентация “старых” частей края осталась неизменной (см.
жирные искривленные стрелки на рис. 2); если же k 6= i, j то возьмем o′k = ok
по определению. Теперь (M ′, (a1, . . . , an), (o′1, . . . , o

′
n)) — поверхность с помет-

ками на крае, так что мы определили отображение прикливания ленточки
G[i, j]εi,εj : DBSn → DBSn. Приклеивание G[i, j]εi,εj называется приклеивани-
ем с перекруткой, если εi 6= εj , иначе это приклеивание без перекрутки.

Обозначим En ∈ DBSn объединение n дисков, на границе каждого из ко-
торых стоит одна отмеченная точка, и пусть M ∈ DBSn получается из En
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прикливанием m ленточек:

M = G[im, jm]εm,δ
′
m . . . G[i1, j1]ε1,δ1En;

это называется ленточным разложением. Ленточное разложение называется
ориентированным, если все знаки εm = δm = +; в этом случае M — ориенти-
рованная поверхность с краем, и все локальные ориентации oi порождаются
глобальной ориентацией.

Зафиксируем натуральное число m и разбиение (λ1 ≥ · · · ≥ λs) числа
n

def
= |λ| def

= λ1 + · · · + λs на s частей. Обозначим Sm,λ множество разложе-
ний на m ленточек и n дисков поверхностей, граница которых имеет s компо-
нент связности, содержащих λ1, . . . , λs отмеченных точек (концов диагоналей
ленточек).

Подкрученные числа Гурвица определяются как

Definition.

h∼m,λ
def
=

1

n!
#Sm,λ

Если S+
m,λ — множество ориентированных ленточных разложений с теми же

свойствами, то 1
n!#S+

m,λ равно классическому числу Гурвица (доказательство
см. ниже в главе 1). Таким образом, определение 2 обобщает топологическое
определение классических чисел Гурвица — ленточки разрешается перекручи-
вать, и поэтому полученная поверхность, вообще говоря, неориентиуема..

У комбинаторного определения чисел Гурвица имеется следующий “подкру-
ченный” аналог. Рассмотрим инволюцию без неподвижных точек

τ = (1, 1 + n)(2, 2 + n) . . . (n, 2n)

в группе перестановок S2n. Пусть σ1, . . . , σm ∈ S2n — транспозиции. Анализ
показывает, что перестановка

(2.1) u
def
= σ1 . . . σmτσm . . . σ1τ ∈ S2n



5

раскладывается в непересекающиеся циклы u = c1c
′
1 . . . csc

′
s, где c′i = τc−1

i τ
для всех i = 1, . . . , s. Назовем пары (ci, c

′
i) τ -симметричными циклами. Пусть

B∼λ — множество перестановок, разложение которых в произведение непересе-
кающихся циклов состоит из s пар τ -симметричных циклов длиной λ1, . . . , λs.
Обозначим

Hm,λ
def
= {(σ1, . . . , σm) | ∀s = 1, . . . ,mσs = (isjs), js 6= τ(is),

σ1σ2 . . . σm(τσmτ) . . . (τσ1τ) ∈ B∼λ }.

Theorem (Глава 1, Theorem 2.4).

h∼m,λ =
1

n!
#Hm,λ;

между множествами Hm,λ и Sm,λ существует явное взаимно однозначное
соответствие.

Затем мы строим уравнение с частными производными второго порядка па-
раболического типа, которому удовлетворяет производящая функция подкру-
ченных чисел Гурвица. Оно похоже на уравнение cut-and-join, которому удо-
влетворяет производящая функция классических чисел Гурвица; оба уравне-
ния — частные случаи уравнения Лапласа–Бельтрами. Собственные функции
правой части уравнения — зональные многочлены, так что можно выразить
через них подкрученные числа Гурвица. А именно, рассмотрим производящую
функцию H∼(β, p) подкрученных чисел Гурвица, определенную формулой:

H∼(β, p) =
∑
m≥0

∑
λ

h∼m,λ
m!

pλ1
pλ2

. . . pλsβ
m.

Theorem (Глава 1, Theorem 2.12). H∼ удовлетворяет уравнению ∂H∼
∂β = CJ∼(H∼),

в котором

CJ∼ =
∑
i,j≥1

(i+ j)pipj
∂

∂pi+j
+ 2ijpi+j

∂2

∂pi∂pj
+
∑
k≥1

k(k − 1)pk
∂

∂pk

=
∑
i,j≥1

(i+ j)(pipj + pi+j)
∂

∂pi+j
+ 2ijpi+j

∂2

∂pi∂pj
(2.2)

Corollary. H∼(β, p) = exp(βCJ∼) exp(p1).

Выражение подкрученных чисел Гурвица через зональные многочлены вы-
глядит так:

Theorem (Глава 1, Theorem 2.15).

H∼(β, p) =
∑
λ

exp
(
2β
∑
i

λi(λi − i)
) 2|λ|Zλ(p)

Hλ(2)H ′λ(2)
,

где Hλ(α)
def
=
∏

(i,j)∈Y (λ)(αa(i, j) + `(i, j) + 1) и H ′λ(α)
def
=
∏

(i,j)∈Y (λ)(αa(i, j) +

`(i, j) + α). Символом Y (λ) обозначена диаграмма Юнга разбиения λ, а a(i, j)
и `(i, j) — “рука” и “нога”, соответственно, клетки (i, j) ∈ Y (λ); Zλ — зо-
нальные многочлены.



6

Аналог алгебро-геометрического определения чисел Гурвица использует по-
нятие подкрученного разветвленного накрытия, введенного в статье [7] (G.Chapuy,
M.Do lęga). В главе 1 диссертации мы показываем, что производящая функция
подкрученных чисел Гурвица удовлетовряет тому же самому уравнению с част-
ными производными (уравнению Лапласа–Бельтрами с параметром 2) с теми
же начальными условиями, что и производящая функция для подкрученных
разветвленных накрытий.

Определение подкрученного разветвленного накрытия таково: пусть N —
замкнутая поверхность (компактное двумерное многообразие без края, не обя-
зательно ориентируемое), а p : N̂ → N — его ориентирующее накрытие. Обо-
значим T : N̂ → N̂ меняющую ориентацию инволюцию без неподвижных то-
чек, для которой p ◦ T = p. Символом J : CP 1 → CP 1 обозначим комплексное
сопряжение, и пусть H def

= CP 1/(z ∼ J (z)) = H ∪ {∞}, где H ⊂ C — верхняя
полуплоскость; H гомеоморфно диску. Также обозначим π : CP 1 → H отобра-
жение факторизации.

Непрерывное отображение f : N → H называется подкрученным разветв-
ленным накрытием, если существует разветвленное накрытие f̂ : N̂ → CP 1

такое, что
(1) π ◦ f̂ = f ◦ p, и
(2) все критические значения отображения f̂ вещественны.

Свойство (1) означает, что f̂ — вещественное отображение по отношению к
вещественной структуре T , то есть f̂ ◦ T = J ◦ f̂ . Инволюция T не имеет
неподвижных точек. Отсюда вытекает, что критические точки отображения
f̂ разбиваются на пары (a, T (a)), в профиле ветвления каждого критического
значения c ∈ RP 1 ⊂ CP 1 отображения f̂ каждая часть повторяется дважды:
(λ1, λ1, . . . , λs, λs), а степень отображения deg f̂ = 2n четная. В этом случае мы
говорим, что профиль ветвления критического значения π(c) ∈ ∂H отображе-
ния f : N → H равен λ = (λ1, . . . , λs).

Подкрученное разветвленное накрытие f называется простым, если все его
критические значения, за возможным исключением ∞ ∈ H, имеют профиль
ветвления 211n−2. (Или, что то же самое, прообраз каждого конечного крити-
ческого значения отображения f̂ состоит из двух простых критических точек
и 2n − 4 некритических.) Обозначим #Dm,λ множество классов изоморфиз-
ма простых подкрученных разветвленных накрытий, имеющих m конечных
критических значений и таких, что критическое значение ∞ имеет профиль
ветвления λ.

Тогда аналог алгебро-геометрического опрелеления чисел Гурвица выгядит
так:

Theorem (Глава 1, Theorem 3.2). #Dm,λ = #Sm,λ = #Hm,λ = n!h∼m,λ.

3. Числа Гурвица для групп, порожденных отражениями, типов B
и D

В главе 2 диссертации мы изучаем числа Гурвица для групп, порожденных
отражениями, типов B и D.

Группа Bn имеет хорошо известное вложение (см. [15]) в группу переста-
новок S2n в качестве нормализатора Norm(τ) элемента τ = (1, n + 1)(2, n +
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2) . . . (n, 2n) (см. главу 1 и раздел 2 Введения). Отражения в группе Bn при
этом соответствуют перестановкам rij = (ij)(τ(i), τ(j)) и `i = (i, τ(i)), здесь
1 ≤ i, j ≤ 2n. Группа Dn — пересечение Bn с подгруппой четных подстановок;
она содрежит только отражения rij .

Если x ∈ Norm(τ) имеет циклическое разложение x = c1 . . . ck, то для каж-
дого цикла ci, i = 1, . . . , k верно одно из двух: либо существует другой цикл
cj = τciτ той же длины, либо ci имеет четную длину и инвариантен относи-
тельно τ : ci = τciτ .

Зафиксируем два разбиения, λ = (λ1 ≥ · · · ≥ λs) и µ = (µ1 ≥ · · · ≥ µt) такие,
что |λ| + |µ| = n, и рассмотрим множество Cλ|µ элементов x ∈ Bn ⊂ S2n таких,
что их циклическое разложение содержит пары циклов ci и τciτ длин (каждый
из циклов) λ1, , . . . , λs, и τ -инвариантные циклы ci = τciτ длин 2µ1, . . . , 2µt
(напомним, что длина такого цикла должна быть четной).

Theorem ([6, Proposition 25]). Множество Cλ|µ ⊂ Bn — класс сопряженно-
сти. Каждый класс сопряженности в группе Bn есть Cλ|µ для некоторых λ
и µ таких, что |λ| + |µ| = n.

Описание классов сопряженности группы Dn немного сложнее:

Theorem ([6, Proposition 25]).
(1) Если разбиение µ содержит четное число частей, то класс сопряжен-

ности Cλ|µ ⊂ Bn лежит в Dn; если число частей нечетно, то Cλ|µ
не пересекается с Dn.

(2) Если µ 6= ∅ (и содержит четное число частей), то Cλ|µ — класс
сопряженности в группе Dn.

(3) Если хотя бы одно из чисел λi нечетно, то Cλ|∅ — класс сопряжен-
ности в группе Dn.

(4) Если все числа λi четные, то множество Cλ|∅ разбивается на два
класса сопряженности, C+

λ|∅ и C−λ|∅, в группе Dn, .
Каждый класс сопряженности в группе Dn совпадает с одним из перечис-
ленных выше.

В частности, отражения rij образуют класс сопряженности C211n−2|∅ ⊂ Dn ⊂
Bn, а отражения `i — класс сопряженностиC1n−1|11 ⊂ Bn. Обозначим эти клас-
сы R и L соответственно.

Определение чисел Гурвица для групп Bn иDn похоже на определение клас-
сических чисел Гурвица; вместо транспозиций используются отражения. Для
групп серии B мы считаем отражения двух видов (транспозиции и пары транс-
позиций) по отдельности:

Definition. Говорят, что последовательность отражений (σ1, . . . , σm+`) в груп-
пе Bn имеет профиль (λ, µ,m, `), если #{p | σp ∈ R} = m, #{p | σp ∈ L} = ` и
σ1 . . . σm+` ∈ Cλ|µ.
Число Гурвица для группы Bn это

hBm,`,λ,µ =
1

n!
#{(σ1, . . . , σm+`) — последовательность с профилем (λ, µ,m, `)}.

Definition. Пусть m — натуральное число, λ и µ — разбиения, и количество
#µ частей разбиения µ четно. Число Гурвица для группы Dn определяется
равенством hDm,λ,µ = hBm,0,λ,µ.
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Обозначим Cλ|µ
def
= 1

#Cλ|µ

∑
x∈Cλ|µ x ∈ C[Bn] элемент групповой алгебры

группы Bn — результат усреднения по классу сопряженности. Элементы Cλ|µ
принадлежат центру Z[Bn] групповой алгебры и образуют в нем базис. Рас-
смотрим теперь кольцо многочленов C[p, q], где p = (p1, p2, . . . ) и q = (q1, q2, . . . )
— два бесконечных набора переменных. Это кольцо градуировано по общей сте-
пени, где предполагается, что степени переменных deg pk = deg qk = k для всех
k = 1, 2, . . . . Отображение, переводящее Cλ|µ в моном pλqµ

def
= pλ1

. . . pλsqµ1
. . . qµt

— изоморфизм между Z[Bn] и однородной компонентой C[p, q]n степени n.
В случае группы Dn ситуация похожая (см. подробности в работе [6]): ре-

зультаты усреднения по классам сопряженностим Cλ|µ (где µ 6= ∅ и содер-

жит четное число частей), а также результаты усреднения по классам Cλ|∅
def
=

1
#Cλ|∅

∑
x∈C+

λ|∅∪C
−
λ|∅

x ∈ C[Dn] образуют базис в пространстве V +
n ⊂ Z[Dn], изо-

морфном подпространству Qn ⊂ C[p, q]n многочленов четной степени по пере-
менным q. При нечетном n имеет место равенство Z[Dn] = V +

n , а при четном n

Z[Dn] = V +
n ⊕V −n , где подпространство V −n порождено Bλ

def
= 1

#Cλ|∅

(∑
x∈C+

λ|∅
x−

∑
x∈C−

λ|∅
x
)
.

Отображение, переводящее Bλ to pλ1/2 . . . pλs/2 (напомним, что все части λi
разбиения λ должны быть четными) — изоморфизм между V −n и C[p]n/2.

Рассмотрим следующую производящую функцию чисел Гурвица группы Bn:

HB(β, γ, p, q) =
∑
m,`

∑
λ,µ

hBm,`,λ,µ
m!`!

pλqµβ
mγ`.

Функция HB является решением уравнений cut-and-join
∂HB

∂β
= CJ 1(HB) and

∂HB

∂γ
= CJ 2(HB),

в которых

CJ 1 =

∞∑
i,j=1

(
(i+ j)piqj

∂

∂qi+j
+ 2ijqi+j

∂2

∂pi∂qj
+ ijpi+j

∂2

∂qi∂qj

+
1

2
(i+ j)qiqj

∂

∂pi+j
+

1

2
(i+ j)pipj

∂

∂pi+j
+ ijpi+j

∂2

∂pi∂pj

)
и

CJ 2 =

∞∑
i=1

(
ipi

∂

∂qi
+ iqi

∂

∂pi

)
Corollary.

HB(β, γ, p, q) = eβCJ 1+γCJ 2ep1

Пусть теперь

(3.1) CJ def
=

∞∑
i,j=1

(
ijpi+j

∂2

∂pi∂pj
+ (i+ j)pipj

∂

∂pi+j

)
и

(3.2) E
def
=

∞∑
i=1

ipi
∂

∂pi
,

(эйлерово векторное поле). Заменим переменные:
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Proposition (Глава 2, Proposition 3.1). Пусть u` = p`+q`
2 и v` = p`−q`

2 . Тогда

CJ 1 =

∞∑
i,j=1

(
ijui+j

∂2

∂ui∂uj
+ (i+ j)uiuj

∂

∂ui+j
+ ijvi+j

∂2

∂vi∂vj

+ (i+ j)vivj
∂

∂vi+j

)
= CJ∼u + CJ∼v ,

CJ 2 =

∞∑
`=1

`

(
u`

∂

∂u`
− v`

∂

∂v`

)
= Eu − Ev,

где символами CJ u и CJ v мы обозначим оператор (3.1), действующий в пере-
менных ui и vi соответственно; аналогично Eu и Ev.

В результате получается

Corollary (Глава 2, corollary 3.3).

HB(β, γ, p1, p2, . . . , q1, q2, . . . ) =
∑
λ,µ

exp
(
β

∞∑
i=1

(λi(λi − 2i+ 1) + µi(µi − 2i+ 1) + γ

∞∑
i=1

(λi − µi)
)

× sλ(1, 0, 0 . . . )sµ(1, 0, 0 . . . )sλ((p1 + q1)/2, . . . )sµ((p1 − q1)/2, . . . )

Аналогичные разультат для группы Dn:

Theorem (Глава 2, Theorem 4.1). Оператор CJD1 — ограничение оператора
CJ B1 на подпространство Qn ⊂ C[p, q]n многочленов четной степени по пе-
ременным q. Замена переменных pi 7→ pi/2 превращает оператор CJD2 (опре-
деленный только для четных n) в умноженный на 4 оператор cut-and-join
(3.1), где with n 7→ n/2.

Поскольку оператор CJ 2 — эйлерово векторное поле, мы можем свести вы-
числение чисел Гурвица к случаю ` = 0. Существует также явная форму-
ла, выражающая B-числа Гурвица hBm,0,λ,µ через классические числа Гурвица
hm,λ. А именно, для последовательности натуральных чисел c1, . . . , cn обозна-
чим символом ξ(c) разбиение 1c1 . . . ncn ; так |ξ(c)| = c1 + 2c2 + · · ·+ncn. Также
для натуральных чисел p, q, r обозначим frpq коэффициент при мономе xr в
многочлене (1 + x)p(1− x)q.

Пусть λ def
= ξ(γ) и µ def

= ξ(δ). Тогда

hBm,0,λ,µ =
∑

αi+βi=γi+δi ∀i
m1+m2=m

hm1,ξ(α)hm2,ξ(β)

2#λ+#µ

(
m

m1

)(
|λ| + |µ|
|ξ(α)|

)
fγ1α1β1

fγ2α2β2
. . .

Theorem 3.1 (Глава 2, Theorem 5.10). Производящая функция HB(β, γ, u +
v, u−v) — двупараметрическое семейство τ -функций иерархии КП, независи-
мо по переменным u и по переменным v.

Также:

Corollary (Глава 2, Corollary 5.11). Производящая функция HD(β, u+v, u−v)
— однопараметрическое семейство τ -функций иерархии КП, независимо по
переменным u и по переменным v.
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Аналог топологического определения чисел Гурвица для групп, порожден-
ных отражениями, типа B состоит из ориентированного DBS (см. определение
выше) M и сохраняющей ориентацию инволюции τ , относительно которой ин-
вариантно ленточное разложение. Такая DBS получается приклеиванием 2m+`
неперекрученных ленточек к 2n дискам; ее граница состоит из 2s+k компонент,
содержащих λ1, λ1, . . . , λs, λs, 2µ1, . . . , 2µk вершин. Из них ` ленточек инвари-
антны относительно инволюции; на каждой из них есть ровно одна неподвиж-
ная точка. Остальные ленточки образуют m пар; инволюция меняет членов
каждой пары местами. Набор (λ, µ,m, `) называется профилем B-ленточного
разложения.

Theorem 3.2 (Глава 2, Theorem 5.2). B-ленточные разложения поверхно-
стей с пометками на границе с профилем (λ, µ,m, `) находятся во взаимно
однозначном соответствии с последовательностями отражений с тем же
профилем.

4. Числа Гурвица и разветвленные накрытия

В главе 3 диссертации мы строим явное соответствие между подкрученными
разветвленными накрытиямии и объектами из комбинаторного определения
подкрученных чисел Гурвица.

Пусть, как и выше, λ = (λ1 ≥ · · · ≥ λs) — разбиение числа n def
= |λ| def

= λ1 +
· · ·+ λs, и m > 0 — целое число. Обозначим Hm,λ главный страт стандартного
пространства Гурвица: его элементами являются классы эквивалентности пар
(M,f), где M — компактная гладкая комплексная кривая, а f : M → CP 1 —
мероморфная функция, имеющая s полюсов u1, . . . , us кратностей λ1, . . . , λs и
m простых критических точек.

Используя терминологию работы [7], назовем вещественную мероморфную
функцию простой, если все ее критические точки ui, за возможным исключе-
нием полюсов, простые, и находятся в общем положении, то есть f(ui) 6= f(uj),
кроме случаев, когда uj = ui или uj = T (ui). Простая вещественная меро-
морфная функция называется вполне вещественной, если все ее критические
значения вещественны.

Заметим, что полюса, как правило, не предполагаются простыми. Инволю-
ция T не имеет неподвижных точек, так что в профиле ветвления f̂ над точкой
∞ каждая часть повторяется дважды: (λ1, λ1, . . . , λs, λs), и deg f̂ = 2n — четное
число. Скажем, что профилем простой подкрученной вещественной функции,
описанной выше, является разбиение λ = (λ1, . . . , λs); также будем условно
писать deg f = n.

Обозначим RHm,λ множество простых вещественных мероморфных функ-
ций с профилем λ и 2m вещественных критических точек u1, T (u1), . . . , um, T (um),
с точностью до эквивалентности (так же, как в классическом пространстве
Гурвица, см. [25]). Подмножество, состоящее из вполне вещественных функ-
ций, обозначим RHm,λ ⊂ RHm,λ. Критические значения функции F ∈ RHm,λ
мы обычно обозначаем y0 < · · · < ym ∈ R (каждое из этих значений принима-
ется в двух критических точках). Для f̂ ∈ RHm,λ пусть u ∈ R ⊂ CP 1 — регу-
лярное (некритическое) значение, для которого u < y0; прообраз f̂−1(u) ⊂ N̂
состоит из 2n точек, а прообраз f−1(π(u)) ⊂ N состоит из n точек. Зафиксиру-
ем биекцию ν̂ : f̂−1(û)→ An такую, что если ν̂(x) = k, то ν̂(T (x)) = k̄ для всех
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k = 1, . . . , n. Простое вполне вещественное разветвленное накрытие, в котором
зафиксированы точка u и биекция ν̂, называется помеченным. Множество по-
меченных вполне вещественных простых разветвленных накрытий (f̂ , ν), где
f̂ ∈ RHm,λ, выще было обозначено Dm,λ.

Рассмотрим паросочетания на множествеAn = (1, 1̄, . . . , n, n̄); их можно отож-
дествить с инволюциями без неподвижных точек в группе перестановок S2n.
Для двух таких инволюций δ1 и δ2 пусть σ def

= δ1δ2 ∈ S2n. Поскольку δ1σδ1 =
δ2δ1 = σ−1, разложение перестановки σ на независимые циклы выглядит как
c1c
′
1 . . . csc

′
s, где c′k

def
= δ1c

−1
k δ1; так что ck и c′k имеют одну и ту же длину.

Обозначим λi длину ci, а разбиение (λ1, . . . , λs) обозначим Λ(δ1, δ2); при этом
|Λ(δ1, δ2)| = λ1 + · · · + λs = n. Парочетанию δ можно соотнести граф Γ(δ),
множество вершин которого — An, и две вершины p и q соединены ребром
(неориентированным), если δ(p) = q. Объединение ребер графов Γ(δ1) и Γ(δ2)
представляет собой объединение циалов длиной 2λ1, . . . , 2λs.

ОбозначимPm,λ множество последовательностей паросочетаний δ−1, . . . , δm−1,
удовлетворяющих условиям

Λ(δk, δk+1) = 211n−2 for all k = −1, . . . ,m− 2(4.1)

δ−1 = (1, 1̄) . . . (n, n̄)(4.2)
Λ(δ−1, δm−1) = λ(4.3)

В работе [1] было построено явное взаимно однозначное соответствие ∆ меж-
ду множествами Pm,λ и Dm,λ.

Рассмотрим последовательность транспозиций ((i1, j1), . . . , (im, jm)) ∈ HR
m,λ

и произведения xk = (i1, j1) . . . (ik, jk) для всех k = 1 . . .m. Пусть δk = (τxk+1)τ(τxk+1)−1

для k = 0, . . . ,m− 1, и δ−1
def
= τ .

Теорема A. (Глава 3, Theorem 2.2) Отображение P((i1, j1), . . . , (im, jm))
def
=

(τ, δ0, . . . , δm−1) является соответствием 2m : 1 между множествами HR
m,λ

и Pm,λ. Композиция P((i1, j1), . . . , (im, jm)) и ∆ дает соответствие 2m : 1
между HR

m,λ и Dm,λ

Обозначим RHnum
m,λ множество наборов (M, T , f, ν), с точностью до эквиа-

лентности, для которых
• (M, T , f) ∈ RHm,λ,
• ν — биекция между множеством критических точек функции f и мно-

жеством {1, . . . , 2m} такая, что ν(T (ui)) = 2m+ 1− ν(ui),
• Если 1 ≤ ν(a) < ν(b) ≤ m, то Re(f(a)) < Re(f(b)).

Наконец, рассмотрим отображение LL : Hm,λ → C(m), называемое отобра-
жением Ляшко–Лоойенги (ЛЛ), переводящее точку (M,f) пространства Hnum

m,λ

в множество точек (y1, . . . , ym) ∈ CP 1 — критических значений f . Вот важный
результат о локальной структуре отображения ЛЛ:

Теорема B. (Глава 3, Theorem 3.8) Локальная кратность отображения Ляшко–
Лоойенги в окрестности точки F ∈ RHm,λ равна 2m.

Затем мы доказываем, что соответствие теоремы A и теоремы B на самом
деле взаимно обратны, с точностью до множителя 2m. Вначале, рассмотрев
монодромию, мы показываем, что
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Теорема C. (Глава 3, Theorem 4.1) Отображение (F, ν) 7→ (δ−1
def
= τ, δ0, . . . , δm−1)

— взаимно однозначное соответствие между Dm,λ и HR
m,λ.

Используя эту теорему мы получаем оконательный результат:

Theorem (Глава 3, Theorem 4.3). Соответствия между Dm,λ и HR
m,λ, полу-

ченные в теореме C и в теореме A, взаимно обратны.

Опишем кратко гипотетическое алгебро-геометрическое определение чисел
Гурвица для групп, порожденных отражениями, типов B и D. Пусть λ = (λ1 ≥
· · · ≥ λs) и µ − (µ1 ≥ · · · ≥ µt) — два разбиения такие, что |λ| + |µ| = n.
Рассмотрим голоморфные отображения H p−→ G

f−→ CP 1, где
• G и H — комплексные кривые;
• f — голоморфное отображение степени n с m простыми критическими

точками и критическим значением ∞ ∈ CP 1, описанным ниже;
• p — голоморфное отображение степени 2 с ` простыми критическими

точками;
• Прообраз f−1(∞) = {x1, . . . , xs, q1, . . . , qt}, где кратность точки xi рав-

на λi, i = 1, . . . , s, а кратноеть точки qi равна µi, i = 1, . . . , t. Кроме того,
предполагается, что x1, . . . , xs — регулярные значения отображения p,
а q1, . . . , qt — критические значения.

Поскольку степень отображения p равна 2, криваяH — гиперэллиптическая,
и на ней имеется гиперэллиптическая инволюция T : H 7→ H, для которой
p◦T = p (она меняет местами два прообраза любой точки x ∈ G); критические
точки отображения p — неподвижные точки T .

Назовем диаграмму H p−→ G
f−→ CP 1, описанную выше, B-разветвленным на-

крытием с профилем (λ, µ,m, `).D-разветвленное накрытие этоB-разветвленное
накрытие с профилем (λ, µ,m, 0), так что инволюция T не имеет неподвижных
точек.

Два B-(или D-)разветвленных накрытия F и F ′ называются эквивалент-
ными, если существует пара биголоморфных отображений ϕ1 и ϕ2 такиъ, что
приведенная ниже диаграмма коммутативна:

Conjecture. Пусть λ и µ — разбиения, для которых |λ| + |µ| = n. Суще-
ствует взаимно однозначное соответствие между классами эквивалентности
B-разветвленных накрытий с профилем (λ, µ,m, `) и B-ленточными разложе-
ниями с тем же профилем.

Corollary. Пусть λ и µ — те же разбиания. Существует взаимно одно-
значное соответствие между классами эквивалентности B-разветвленных
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накрытий с профилем (λ, µ,m, 0) и D-ленточными разложениями с тем же
профилем.

Обзор результатов. Перечислим еще раз результаты и открытые вопросы в
двух следующих таблицах:

Вещественные числа Гурвица h∼m,λ:
• Алгебраическое определение:

#(σ1 . . . , σm) | σi ∈ C2 и σ1σ2 . . . σmτσm . . . σ1τ ∈ B∼λ
• Алгебро-геометрическое определение:

Количество классов изоморфизма вещественных разветвленных накры-
тий сферы с m вещественными простыми критическими значениями
(профиль ветвления [22, 12n−4]) а критическое значение ∞ имеет про-
филь (λ, λ)

• Геометрическое определение:
Нерешенный вопрос

• Топологическое определение:
Число разложений поверхности на m неперекрученных ленточек (воз-
можно, перекрученных) и n дисков, где граница поверхности состоит
из s компонент, содержащих λ1, . . . , λs вершин (концов диагоналей лен-
точек)

• Выражение производящей функции H∼(β, p1, p2, . . . ) несвязных веще-
ственных чисел Гурвица через зональные многочлены Zλ:
H∼(β, p1, p2, . . . ) =

∑
λ exp

(
2β
∑
i λi(λi − i)

) 2|λ|Zλ(p)
Hλ(2)H′λ(2) .

• Дифференциальное уравнение Бельтрами–Лапласа: :
∂H∼
∂β =

∑
i,j≥1(i+ j)(pipj + pi+j)

∂H∼
∂pi+j

+ 2ijpi+j
∂2H∼
∂pi∂pj

• Интегрируемая система:
Открытый вопрос

Числа Гурвица для группы, порожденной отражениями, типа B: hB(λ,µ,m,`):
• Алгебраическое определение:

#(σ1 . . . , σm+`) | #{p | σp = rij , 1 ≤ i < j ≤ 2n} = m, #{p | σp = li, 1 ≤
i ≤ 2n} = `, σ1 . . . σm+` ∈ Cλ|µ

• Алгебро-геометрическое определение (Гипотеза):
Число классов изоморфимзма диаграмм разветвленных накрытий F :

H
p−→ G

f−→ CP 1,где G и H — комплексные кривые, f — мероморфная
функция степени n с m простыми критичскими точками, p — голо-
морфное отображение степени 2 с ` простыми критическими точками;
критическое значение∞функции F имеет профиль ветвления (λ, λ, 2µ)

• Геометрическое определение:
Нерешенный вопрос

• Топологическое определение:
Множество разложений поверхностей на 2m+ ` неперекрученных лен-
точек и 2n дисков, граница поверхности состоит из 2s + k компонент,
содержащих λ1, λ1, . . . , λs, λs, 2µ1, . . . 2µk отмеченных точек, на поверх-
ности имеется сохраняющая ориентацию инволюция, относительно ко-
торой ` ленточек инвариантны; в каждой из них имеется неподвижная
точка.
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• Выражение производящих функций HB(β, γ, p1, p2, . . . ) несвязных B-
чисел Гурвица через многочлены Шура sλ:
HB(β, γ, p1, p2, . . . , q1, q2, . . . ) =

∑
λ,µ exp

(
β
∑∞
i=1(λi(λi− 2i+1)+µi(µi−

2i+1)+γ
∑∞
i=1(λi−µi)

)
× sλ(1, 0, 0 . . . )sµ(1, 0, 0 . . . )sλ((p1+q1)/2, . . . )sµ((p1−

q1)/2, . . . )
• Дифференциальное уравнение Два уравнения cut-and-join:

∂HB
∂β =

∑∞
i,j=1

(
(i + j)piqj

∂
∂qi+j

+ 2ijqi+j
∂2

∂pi∂qj
+ ijpi+j

∂2

∂qi∂qj
+ 1

2 (i +

j)qiqj
∂

∂pi+j
+ 1

2 (i+ j)

)
HB ∂HB

∂γ =
∑∞
i=1

(
ipi

∂
∂qi

+ iqi
∂
∂pi

)
HB

• Интегрируемая система:
Производящая функция HB(β, γ, u + v, u − v) — двупараметрическое
семейство τ -функций иерархии КП

Дополнение

Во время написания данной работы появился препринт Д. Городкова, М.Карева
и мой [11], в которой доказана высказанная выше гипотеза и дано геометриче-
кое определение чисел Гурвица для групп, порожденных отражениями, типа
B. А именно, там сделано следующее:

Известно, что обычные числа Гурвица задаются формулой ELSV [9]: для
всех g ≥ 0, k1, . . . , kn ∈ N имеет место равенство

hg;k1,...,kn = (2g − 2 + n+

n∑
i=1

ki)!

n∏
i=1

kkii
ki!

∫
M̄g,n

Λg,n
(1− k1ψ1) · · · (1− knψn)

,

где M̄g,n — компактификация Делиня–Мамфорда пространства модулей кри-
вых рода g с n отмеченными точками, Λg,n — полный класс Черна расслоения,
двойственного к расслоению Ходжа, а ψi — соответствующие ψ-классы. В ра-
боте [11] доказано следующее утверждение:

Theorem. Логарифм производящей функции HB (зависящий от переменных
u и v) равен

logHB =
∑

g≥0,n≥1
k1,...,kn∈N

(2β)2g−2+n+
∑n
i=1 kne

∑n
i=1 knγ

n!

×
n∏
i=1

kkii
ki!

∫
M̄g,n

Λg,n
(1− k1ψ1) · · · (1− knψn)

uk1 . . . ukn+
∑

g≥0,n≥1
k1,...,kn∈N

(2β)2g−2+n+
∑n
i=1 kne

∑n
i=1−γkn

n!

×
n∏
i=1

kkii
ki!

∫
M̄g,n

Λg,n
(1− k1ψ1) · · · (1− knψn)

vk1 . . . vkn .
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Публикации, содержащие основные результаты диссертации:

• R.Fesler Hurwitz numbers for reflection groups B and D, Mathematical
Notes vol.114:5-6.

• Y.Burman, R. Fesler, Ribbon decomposition and twisted Hurwitz numbers,
Mathematics Research Reports, Volume 5 (2024) p. 1-19
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