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Рассмотрим задачу на собственные значения для нелинейного
оператора Хартри в пространстве L2(R3) с кулоновским взаимодей-
ствием:

(−∆q −
1

| q |
+ ε

∫
R3

| ψ(q′) |2

| q − q′ |
dq′)ψ = λψ, ∥ψ∥L2(R3) = 1, (1)

где ∆q — оператор Лапласа, ε > 0 — малый параметр. Уравнения
самосогласованного поля во внешнем поле, содержащие интеграль-
ную нелинейность типа Хартри, играют фундаментальную роль в
некоторых квантовомеханических моделях, а также в нелинейной
оптике.

Хорошо известно, что при ε = 0 собственные значения λ = λn(ε)
задачи (1) равны λn(0) = −1/4n2, n = 1, 2, . . . . Здесь n — главное
квантовое число. Оно представимо в виде n = ℓ + nr + 1, где ℓ —
орбитальное, а nr — радиальное число.

Рассмотрим случай, когда число ℓ велико ( для определенности
будем считать, что ℓ имеет порядок ε−2/3 ). В настоящей работе при
ℓ → ∞ для небольших радиальных чисел nr = 0, 1, 2, . . . найдена
серия асимптотических собственных значений

λℓ,nr
(ε) =

1

(ℓ+ nr + 1)2
(
− 1

4
+
ε

π3

∫ 1

0

K(κ)K(
√

1− κ2)dκ+O(ℓ−2+γ)
)
,

где γ > 0 — любое. Здесь K(κ) — полный эллиптический интеграл 1
рода.

1 Результаты получены в рамках выполнения государственного задания Ми-
нобрнауки России (проект FSWF-2023-0012)

© Перескоков А.В., 2024

195



Соответствующие асимптотические собственные функции лока-
лизованы вблизи сферы в R3 и не являются радиально-симметрич-
ными. Они выражаются через функции Бесселя J|m| и полиномы
Эрмита Hnr

[1]. Здесь магнитное число m = 0,±1,±2, . . . также
предполагается небольшим.

Кроме того, в данной работе получены асимптотические разло-
жения самосогласованного потенциала около сферы, вблизи которой
локализованы собственные функции. Положим ℏ = 1/ℓ. Пользуясь
растяжением q = x/ℏ2, ψ = ℏ3p(x), λ = ℏ2E, приведем задачу (1)
к стандартному для теории квазиклассического приближения ви-
ду. Переходя далее в сферическую систему координат (r, θ, φ), где
0 ⩽ r <∞, 0 ⩽ θ ⩽ π, 0 ⩽ φ < 2π, а также делая подстановку

p(x) =
g(r, θ)√
2π sin θ r

eimφ, m = 0,±1,±2, . . . ,

имеем: {
− ℏ2

[ ∂2
∂r2

+
1

r2
( ∂2
∂θ2

+
1

4
− m2 − 1/4

sin2 θ

)]
− 1

r
+
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∫ π

0

∫ ∞

0

W (r, r′, θ, θ′)g2(r′, θ′)dr′dθ′ − E
}
g(r, θ) = 0,∫ π

0

∫ ∞

0

g2(r, θ)drdθ = 1.

Здесь

W (r, r′, θ, θ′) =
2

π
√
r2 + (r′)2 − 2rr′ cos (θ + θ′)

×

×K

(
2
√
rr′ sin θ sin θ′√

r2 + (r′)2 − 2rr′ cos (θ + θ′)

)
.

Введем новые переменные s = (r−2)/(2
√
ℏ), s′ = (r′−2)/(2

√
ℏ), и

пусть |s| = O(ℏ−γ) для любого γ > 0. Тогда для самосогласованного
потенциала

u(s, θ) =

∫ π

0

∫ ∞

−1/
√
ℏ
W (s, s′, θ, θ′)g2(s′, θ′)2

√
ℏ ds′dθ′

вблизи сферы r = 2 справедливы следующие асимптотики: [1]
при 0 ⩽ θ ⩽ δ1 и π − δ1 ⩽ θ ⩽ π, где δ1 имеет порядок ℏ3/4,

u(s, θ) =
1

2π

(
ln

8√
ℏ
−
∫ ∞

−∞
ln |s− s′| y20(s′) ds′

)
+O(ℏ1/4−γ);
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при δ2 ⩽ θ ⩽ π − δ2, где δ2 имеет порядок ℏ1/4,

u(s, θ) =
1

2π

(
B(θ)

π
−

√
ℏ

sin θ

∫ ∞

−∞
|s− s′| y20(s′) ds′

)
+O(ℏ1/2−γ);

при δ1 ⩽ θ ⩽ δ2

u(s, θ) =
1

2π

(
− ln

θ

16
+ V (s,

θ√
ℏ
)

)
+O(ℏ1/2−γ)

и, наконец, при π − δ2 ⩽ θ ⩽ π − δ1

u(s, θ) =
1

2π

(
− ln

π − θ

16
+ V (s,

π − θ√
ℏ

)

)
+O(ℏ1/2−γ).

Здесь γ > 0 — любое, функции B и V имеют вид

B(θ) =

∫ π

0

1

sin((θ + θ′)/2)
K

(
2
√

tan(θ/2) tan(θ′/2)

tan(θ/2) + tan(θ′/2)

)
dθ′,

V (s, ξ) =

∫ ∞

0

{∫ ∞

−∞
M(s, s′, ξ, ξ′) y20(s

′) ds′−

− 2
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K

(
2
√
ξξ′
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)}
dξ′,

где

M(s, s′, ξ, ξ′) =
2

π
√

(ξ + ξ′)2 + (s− s′)2
K

(
2
√
ξξ′√

(ξ + ξ′)2 + (s− s′)2

)
,

y0(s) =
e−s

2

Hnr (s)
4
√
π
√
nr!2nr/2

.

Таким образом, вблизи точек θ = 0 и θ = π, которые соответствуют
полюсам сферы, асимптотика самосогласованного потенциала суще-
ственно изменяет свой вид.
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