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Ââåäåíèå

Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà äâóì îáúåêòàì â òåîðèè ÷èñåë - âîïðîñ-ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî

è ôóíêöèè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè.

Â 1904 ãîäó íà Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ, Ã. Ìèíêîâñêèé [10], ïðåäñòàâèë

ôóíêöèþ ?(x), êîòîðàÿ ïîçäíåå áûëà íàçâàíà âîïðîñ-ôóíêöèåé Ìèíêîâñêîãî. Ýòà ôóíêöèÿ

áûëà îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ?(0) = 0 è ?(1) = 1. Çàòåì, äëÿ êàæäîé

ïàðû äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë a/b è a′/b′, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ óæå

îïðåäåëåíà, ìû îïðåäåëÿåì ?(x) â òî÷êå x = (a+a′)/(b+b′) (íàçûâàåìîé ìåäèàíòîé äðîáåé

a/b è a′/b′) êàê àðèôìåòè÷åñêîå ñðåäíåå çíà÷åíèé íà êîíöàõ, òî åñòü

?

(
a+ a′

b+ b′

)
=

1

2

(
?
(a
b

)
+?

(
a′

b′

))
.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû îïðåäåëèì ôóíêöèþ äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà èíòåðâàëå

[0, 1], åñëè ðàññìàòðèâàòü íà÷àëüíûå òî÷êè 0 è 1 êàê 0/1 è 1/1 ñîîòâåòñòâåííî. Åå ìîæíî

ðàñøèðèòü íà èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà ïî íåïðåðûâíîñòè. Ñîãëàñíî Ìèíêîâñêîìó, ýòà

ôóíêöèÿ îáëàäàåò íåñêîëüêèìè âàæíûìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, îíà îòîáðàæàåò âñå

ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà â äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûå, òî åñòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ñ çíàìåíàòåëåì

âèäà 2n, n ∈ N∪{0}. Áîëåå òîãî, îíà îòîáðàæàåò âñå êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè, òî
åñòü èððàöèîíàëüíûå êîðíè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, â ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Â äàííîé äèññåðòàöèè ìû ðàññìàòðèâàåì íà äâå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûõ ñ ôóíêöèåé

Ìèíêîâñêîãî. Âî-ïåðâûõ, ìû ðàññìàòðèâàåì ôîëüêëîðíóþ ãèïîòåçó î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ

ôóíêöèè ?(x), òî åñòü ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ ?(x) = x. Ãèïîòåçà óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

ðîâíî 5 íåïîäâèæíûõ òî÷åê - òðè òðèâèàëüíûå: 0, 1/2, 1 è äâå èððàöèîíàëüíûå, ñèììåòðè÷íî

ðàñïîëîæåííûå îòíîñèòåëüíî 1/2. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü äàæå íåèçâåñòíî, êîíå÷íî ëè

÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ìû ñìîãëè ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ðàññìîòðåòü ñàìóþ ìàëåíüêóþ

èëè ñàìóþ áîëüøóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó x âîïðîñ-ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî íà èíòåðâàëå

(0, 1/2) è ðàçëîæèòü åå â íåïðåðûâíóþ äðîáü x = [a1, . . . , an, . . .], òî

a1 = 2, an+1 ≤
n∑

i=1

ai äëÿ âñåõ n ∈ N.

Ìû òàêæå äîêàçûâàåì, ÷òî íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè ?(x) â ðàöèîíàëüíûõ

òî÷êàõ âëå÷åò çà ñîáîé ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû î (èððàöèîíàëüíûõ) íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ

?(x).

2



Âî-âòîðûõ, ìû ðàññìàòðèâàåì èòåðàöèè âîïðîñ-ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî, òî åñòü ôóíêöèþ

fn(x) := ?(?(...?︸ ︷︷ ︸
n ðàç

(x))).

Ìû ñòðîèì ÿâíîå ìíîæåñòâî M âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, çàäàííûõ ñâîèìè ðàçëîæåíèÿìè

â íåïðåðûâíûå äðîáè, òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x0 ∈ M è äëÿ ëþáîãî n ∈ N
âûïîëíÿåòñÿ

[fn(x0)]
′ = 0.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ n = 1 âîïðîñ î ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè [f1(x)]
′ = [?(x)]′ õîðîøî èçó÷åí,

îñîáåííî â ïîñëåäíèå ãîäû, ñì. [4, 5, 6, 8, 14] è äðóãèå.

Âòîðûì íàïðàâëåíèåì äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ óëó÷øåíèå ðåçóëüòàòîâ î ðàçíîñòè

äâóõ ôóíêöèé ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè. Ïðåæäå âñåãî, íàïîìíèì, ÷òî äëÿ èððàöèîíàëüíîãî

÷èñëà ξ ∈ R ôóíêöèÿ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ψξ(t) = min
1≤q≤t, q∈Z

∥qξ∥,

ãäå ||.|| îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî öåëîãî.

Ýòà ôóíêöèÿ ïîêàçûâàåò òî, íàñêîëüêî õîðîøî äàííîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ξ ïðèáëèæàåòñÿ

ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Â [9] Êàí è Ìîùåâèòèí äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë α, β,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ α± β /∈ Z, ðàçíîñòü

ψα(t)− ϕβ(t)

ìåíÿåò ñâîé çíàê áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç ïðè t→ ∞.

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå, ïîäíÿòîìÌîùåâèòèíûì â ðàáîòå [11]. Îí äîêàçàë ñëåäóþùóþ

òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α è β - äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà. Åñëè α ± β /∈ Z, òî äëÿ ëþáîãî

T ≥ 1 ñóùåñòâóåò t ≥ T òàêîå, ÷òî

|ψα(t)− ψβ(t)| ⩾ K ·min(ψα(t), ψβ(t)),

ãäå K =
√

(
√
5 + 1)/2− 1. Êîíñòàíòà K â ïðèâåäåííîì âûøå íåðàâåíñòâå îïòèìàëüíà.

Ýòà òåîðåìà, ñîâìåñòíî ñ êëàññè÷åñêîé òåîðåìîé Äèðèõëå, ïîçâîëèëà åìó òàêæå óëó÷øèòü

ðåçóëüòàò Äóáèöêà èç [3], òàê ÷òî
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü α è β - äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà. Åñëè α± β /∈ Z, òî äëÿ ëþáîãî

T ≥ 1 ñóùåñòâóåò t ≥ T òàêîå, ÷òî∣∣∣ 1

ψα(t)
− 1

ψβ(t)

∣∣∣⩾ Kt, ãäå K îïðåäåëåíî âûøå.

Â äàííîé äèññåðòàöèè ìû îáîáùàåì Òåîðåìó 1 è óëó÷øàåì Cëåäñòâèå 1 äî íåðàâåíñòâà

ñ îïòèìàëüíîé êîíñòàíòîé.

Ëè÷íûé âêëàä

Âñå ïðåäñòàâëåííûå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî. Â ðàáîòàõ â

ñîàâòîðñòâå, àâòîðó ïðèíàäëåæèò áîëåå 50% ðåçóëüòàòîâ. Â Òåîðåìàõ 5 è 11 èç ðàáîò [7]

è [13], âêëàä àâòîðà ðàâåí âêëàäó ñîàâòîðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè

Ðåçóëüòàòû äàííîé äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

1. Diophantine Analysis, Dynamics and Related Topics, Technion, Õàéôà, Èçðàèëü, 5-10

Ôåâðàëÿ 2023.

Äîêëàä: ¾Minkowski question mark and folding lemma.¿

2. 66th Annual Meeting of the Australian Mathematical Society, UNSW, Ñèäíåé, Àâñòðàëèÿ,

6-9 Äåêàáðÿ 2022.

Äîêëàä: ¾Rational approximations to two irrational numbers.¿

3. Number Theory Down Under 10, The University of Queensland, Áðèñáåí, Àâñòðàëèÿ,

4-7 Ñåíòÿáðÿ 2022.

Äîêëàä: ¾Diophantine properties of �xed points and derivative of iterations of Minkowski

question mark function.¿

4. The conference of World-class International Mathematical Centers in Sirius, Ñî÷è, Ðîññèÿ,

9-13 Àâãóñòà 2021.

Äîêëàä: ¾Rational approximations to two irrational numbers.¿

5. Diophantine Analysis and Related Topics, ZOOM, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 1-4 Èþíÿ 2021.

Äîêëàä: ¾Rational approximations to two irrational numbers.¿

6. Transcendence and Diophantine Problems, MIPT, Moscow, Russia, 10-14 June 2019.

Äîêëàä: ¾Diophantine properties of �xed points of Minkowski question mark function.¿
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Ãëàâà 1

Âîïðîñ-ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî è å¼

íåïîäâèæíûå òî÷êè

Äëÿ x ∈ [0, 1] ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå â íåïðåðûâíóþ äðîáü

x = [a1, a2, . . . , an, . . .] =
1

a1 +
1

a2 + · · ·

, aj ∈ Z+

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì è áåñêîíå÷íûì, êîãäà x ̸∈ Q è êîíå÷íûì äëÿ ðàöèîíàëüíûõ

x. Êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî x èìååò âñåãî äâà ïðåäñòàâëåíèÿ

x = [a1, a2, . . . , an−1, an] è x = [a1, a2, . . . , an−1, an − 1, 1], ãäå an ≥ 2.

Îäíèì èç ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé ?(x) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, ïðåäëîæåííàÿ

Äàíæóà [1, 2].

Îïðåäåäåíèå 1. Äëÿ èððàöèîíàëüíîãî x = [a1, a2, . . . , an, . . .] ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

?(x) =
∞∑
k=1

(−1)k+1

2a1+...+ak−1

Ôîëüêëîðíàÿ ãèïîòåçà óòâåðæäàåò, ÷òî

Ãèïîòåçà 1. Âîïðîñ-ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî ?(x) èìååò ðîâíî ïÿòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà èððàöèîíàëüíàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ?(x) â èíòåðâàëå (0, 1
2
).

Íàøè âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò áîëåå îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè â

èíòåðâàëå (0, 1
2
), òî ïåðâûå 5400 ÷àñòè÷íûõ ÷àñòíûõ ÷àñòíûõ â ðàçëîæåíèè â íåïðåðûâíóþ

äðîáü ýòèõ ÷èñåë ñîâïàäàþò.

Â äàííîé äèññåðòàöèè óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàçëîæåíèÿ â íåïðåðûâíóþ

äðîáü îïðåäåëåííûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ?(x). Ñëåäóþùèå ÷åòûðå òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ

îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíûõ òî÷åê âîïðîñ-ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü x = [a1, . . . , an, . . .] - ñàìàÿ ìàëåíüêàÿ èëè ñàìàÿ áîëüøàÿ íåïîäâèæíàÿ

òî÷êà âîïðîñ-ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî íà èíòåðâàëå (0, 1
2
). Òîãäà a1 = 2 è äëÿ âñåõ n ∈ N

an+1 ≤
n∑

i=1

ai.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíîé âåðñèåé Òåîðåìû 2. Îíà èñïîëüçóåò

íåêîòîðûå íîâûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Îáîçíà÷èì κ1 = 2 log2(
√
5+1
2

) − 1 ≈ 0.38848383 . . .. Ïóñòü x - íåïîäâèæíàÿ

òî÷êà èç Òåîðåìû 2, òîãäà

an+1 < κ1

n∑
i=1

ai + 2 log2

( n∑
i=1

ai

)
(1.1)

äëÿ âñåõ n ≥ 1.

Ôîðìóëà (1.1) äàåò ÿâíóþ îöåíêó ñíèçó äëÿ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ

íåïîäâèæíûõ òî÷åê. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4. Ïóñòü x - íåïîäâèæíàÿ òî÷êà èç Òåîðåìû 2, òîãäà ñóùåñòâóåò q0 ∈ Z+

òàêîå, ÷òî ∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ > 1(
2κ1

log 2
log q +O(log log q)

)
q2

äëÿ âñåõ q > q0 ∈ N, p ∈ N.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñâîäèò çàäà÷ó î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ?(x) ê ñâîéñòâàì çíà÷åíèé

?(x) òîëüêî â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ.

Òåîðåìà 5. Ãèïîòåçà 1 ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà∣∣∣∣?(pq
)
− p

q

∣∣∣∣ > 1

2q2

äëÿ âñåõ p, q ∈ Z+ ñ q ≥ q0 äëÿ íåêîòîðîãî q0 ∈ Z+.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå,

êîòîðîå â äðóãîé ôîðìóëèðîâêå èçâåñòíî êàê "Folding lemma" (ñì. [12]).

Ëåììà 1. 1. Ïóñòü s - ïðîèçâîëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, è

?([a1, a2, . . . , an−1]) = [b1, b2, . . . , bk], bk ̸= 1.

Ðàññìîòðèì ÷èñëî

θ = [a1, a2, . . . , an−1, an], ãäå an =
n−1∑
i=1

ai + s, s ≥ 0.

Òîãäà

(a) Åñëè n ≡ k(mod 2), òî ?(θ) = [b1, b2, . . . , bk−1, bk − 1, 1, 2s+1 − 1, bk, . . . , b1].

(b) Åñëè n ≡ k + 1(mod 2), òî ?(θ) = [b1, b2, . . . , bk, 2
s+1 − 1, 1, bk − 1, bk−1, . . . , b1].
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Ãëàâà 2

Ïðîèçâîäíàÿ èòåðàöèé ôóíêöèè ?(x)

Ðàññìîòðèì n-óþ èòåðàöèþ ôóíêöèè ?(x), òî åñòü ôóíêöèþ

Îïðåäåäåíèå 2.

fn(x) := ?(?(...?︸ ︷︷ ︸
n ðàç

(x))).

Èòåðàöèè âîïðîñ-ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî ÿâëÿþòñÿ âàæíûì îáúåêòîì äëÿ èçó÷åíèÿ

íåïîäâèæíûõ òî÷åê ?(x), òî åñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

?(x) = x

â ñèëó ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè äëÿ êàæäîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà p/q ∈ [0, 1] âûïîëíåíî

lim
n→∞

fn

(
p

q

)
= A, ãäå A ∈ {0, 1

2
, 1}, (2.1)

òî ñóùåñòâóåò ðîâíî ïÿòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê ?(x) â èíòåðâàëå [0, 1].

Îáðàòíîå òàêæå âåðíî: åñëè ãèïîòåçà î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ âåðíà, òî (2.1) âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ êàæäîãî ðàöèîíàëüíîãî p/q.

Ìû áóäåì èçó÷àòü èòåðàöèè ?(x) ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ

x0 ∈ [0, 1] îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà, âûïîëíÿåòñÿ

f ′
n(x0) =?′(x0)·?′(x)|x=?(x0)·?′(x)|x=?(?(x0)) · . . . ·?′(x)|x=?(?(...?︸ ︷︷ ︸

n-1 ðàç

(
x0

))). (2.2)

Êðîìå î÷åâèäíûõ ñëó÷àåâ êàæåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé íàéòè ÿâíûå ïðèìåðû x0

òàêèõ, ÷òî f ′
n(x0) = 0. Ïîä î÷åâèäíûìè ïðèìåðàìè ìû ïîäðàçóìåâàåì âñå ðàöèîíàëüíûå
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÷èñëà (ýòî ñëåäóåò èç (2.2) â ñèëó ?′(z) = 0 è ?(z) ∈ Q äëÿ ëþáîãî z ∈ Q), à òàêæå

íåêîòîðûå êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè x0 = [a1, . . . , at, . . .], óäîâëåòâîðÿþùèå

lim inf
t→∞

a1 + ...+ at
t

> κ2 = 4.401+, (2.3)

ãäå äëÿ κ2 íàéäåíà òî÷íàÿ ôîðìóëà

κ2 =
4L5 − 5L4

L5 − L4

, Lj = log
j +

√
j2 + 4

2
− j · log 2

2
, j = 4, 5

è áûëà îáíàðóæåíà â [5]. Îáúÿñíåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â [5] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî x0 = [a1, . . . , an, . . .], óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó

(2.3), ïðîèçâîäíàÿ ?′(x0) ñóùåñòâóåò, è ?′(x0) = 0.

Èç Òåîðåìû 6 âèäíî, ÷òî åñëè x0 - êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, è âûïîëíÿåòñÿ

ôîðìóëà (2.3), òî îäíîâðåìåííî ?(x0) ∈ Q è ?′(x0) = 0, è, òàêèì îáðàçîì, èç (2.2) ñëåäóåò,

÷òî f ′
n(x0) = 0.

Â äàííîé äèññåðòàöèè ìû ïðèâîäèì ìíîæåñòâî M èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òàêîå ÷òî

äëÿ âñåõ x0 ∈M è äëÿ âñåõ n ∈ Z+ âûïîëíåíî f ′
n(x0) = 0.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè íàøåãî ðåçóëüòàòà íàì ñíà÷àëà íóæíî ââåñòè íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.

ÏóñòüA = (a1, a2, . . . , ak) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë ïðîèçâîëüíîé

äëèíû k ≥ 0. Êîãäà k = 0, ñ÷èòàåì ÷òî A - ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ íåïóñòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A ìû ðàññìàòðèâàåì ñîîòâåòñòâóþùóþ åé öåïíóþ äðîáü

[A] = [a1, a2, . . . , ak] =
1

a1 +
1

a2+...+ 1
ak

.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A = (a1, a2, . . . , ak) ìû îáîçíà÷àåì çà

SA = a1 + a2 + . . .+ ak

ñóììó âñåõ åå ýëåìåíòîâ.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A = (a1, a2, . . . , ak) ââåäåì îáîçíà÷åíèå d(A) = d(a1, a2, . . . , ak) =

k äëÿ åå äëèíû.

Îáîçíà÷èì çà

(A, b) = (a1, . . . , ak, b)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííóþ êîíêàòåíàöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A ñ ýëåìåíòîì b ∈
Z+.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ai = (ai1, a
i
2, . . . , a

i
d(Ai)

).

Ïîä

(A1, A2) = (a11, a
1
2, . . . , a

1
d(A1)

, a21, a
2
2, . . . , a

2
d(A2)

)
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ìû ïîäðàçóìåâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííóþ êîíêàòåíàöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

A1 è A2.

Äëÿ öåïíîé äðîáè âèäà x0 = [A1, τ1, A2, τ2, . . .], ãäå τi ∈ Z+, ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå

îáîçíà÷åíèå äëÿ ñóììû âñåõ ÷àñòíûõ ÷àñòíûõ äî Ak âêëþ÷èòåëüíî.

σAk
= SA1 + τ1 + SA2 + . . .+ τk−1 + SAk

.

Â äàííîé äèññåðòàöèè ìû ðàññìàòðèâàåì ñïåöèàëüíîå ìíîæåñòâî M èððàöèîíàëüíûõ

÷èñåë. Ìû áåðåì ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòèAi = (ai1, a
i
2, . . . , a

i
d(Ai)

) è ðàññìàòðèâàåì

öåïíóþ äðîáü

x = [A1, τ1, A2, τ2, . . .] (2.4)

òàêóþ, ÷òî

äëÿ âñåõ k ∈ Z+ τk = σAk
+ sk, ãäå sk > (κ2 − 1)SAk+1

+ σAk
+ 2, sk ∈ Z+. (2.5)

Íàøå ìíîæåñòâî M ñîñòîèò èç âñåõ x âèäà (2.4), ïîñòðîåííûõ ïî îïèñàííîé ïðîöåäóðå,

òî åñòü

M =
{
x âèäà (2.4) ñ τk óäîâëåòâîðÿþùèì (2.5)

}
.

Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò îòíîñèòåëüíî èòåðàöèé ?(x) ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 7. Ìíîæåñòâî M îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) äëÿ âñåõ x ∈M , âûïîëíåíî

?′(x) = 0.

(ii) äëÿ âñåõ x ∈M , âûïîëíåíî

?(x) ∈M.

Îäíèì èç êëþ÷åâûõ íàáëþäåíèé äëÿ íàøåãî ðàññóæäåíèÿ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ Ëåììà 1 è

ñëåäóþùåå åå ñëåäñòâèå âìåñòå ñ áàçîâûìè ôàêòàìè èç òåîðèè öåïíûõ äðîáåé.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü

?([a1, a2, . . . , an−1]) = [b1, b2, . . . , bk], bk ̸= 1.

è an =
n−1∑
i=1

ai + s, ãäå s ∈ Z+.

Ðàññìîòðèì ÷èñëî γ = [a1, . . . , an, c1, . . . , cs]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë (bk+2, . . . , bp) äëÿ êîòîðîé

1. Åñëè n ≡ k(mod 2), òî ?(γ) = [b1, . . . , bk−1, bk − 1, 1, z, bk+2, . . . , bp].

2. Åñëè n ≡ k + 1(mod 2), òî ?(γ) = [b1, . . . , bk, z, bk+2, . . . , bp].

ãäå

2s+1 − 1 ≤ z ≤ 2s+2 − 1.
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Ãëàâà 3

Ôóíêöèè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè

Îïðåäåäåíèå 3. Äëÿ èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ξ ∈ R ôóíêöèÿ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ψξ(t) = min
1≤q≤t, q∈Z

∥qξ∥,

ãäå ||.|| îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî öåëîãî.

Äëÿ ëþáîãî ξ ∈ R è äëÿ êàæäîãî t ≥ 1 î÷åâèäíî, ÷òî

ψξ(t) ≤
1

t
. (3.1)

Â [9] Êàí è Ìîùåâèòèí äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë α, β

òàêèõ, ÷òî α± β /∈ Z, ðàçíîñòü
ψα(t)− ϕβ(t)

ìåíÿåò ñâîé çíàê áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç ïðè t→ ∞.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü èõ îáðàòíûõ âåëè÷èí

R(t) = Rα,β(t) =
1

ψβ(t)
− 1

ψα(t)

òàêæå ìåíÿåò ñâîé çíàê áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç ïðè t→ ∞.

Äóáèöêàñ â [3] äîêàçàë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 8. Äëÿ ëþáûõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë α, β, óäîâëåòâîðÿþùèõ α±β /∈ Z, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
R(n), n ∈ Z+ ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ íàì ïîòðåáóþòñÿ êîíñòàíòû τ =
√
5+1
2
, ϕ =

√
5−1
2
,

K =
√
τ − 1 = 0.2720+, (3.2)
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C = K(
√
τ + τ−3/2) =

√
5(1−

√
ϕ) = 0.47818+. (3.3)

Â 2019 ãîäó Ìîùåâèòèí [11] äîêàçàë ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü α è β - äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà. Åñëè α±β /∈ Z, òîãäà äëÿ ëþáîãî

T ≥ 1 ñóùåñòâóåò t ≥ T òàêîå, ÷òî

|ψα(t)− ψβ(t)| ⩾ K ·min(ψα(t), ψβ(t)). (3.4)

Òàêæå áûëî äîêàçàíî, ÷òî êîíñòàíòà K â (3.4) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé.

Èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 9 è (3.1), Ìîùåâèòèí âûâåë áîëåå ñèëüíóþ âåðñèþ Òåîðåìû 8.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü α è β - äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà. Åñëè α ± β /∈ Z, òîãäà äëÿ

ëþáîãî T ≥ 1 ñóùåñòâóåò t ≥ T òàêîå, ÷òî∣∣∣ 1

ψα(t)
− 1

ψβ(t)

∣∣∣⩾ Kt, ñ K èç (3.2).

Ìû äîêàçûâàåì óëó÷øåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà, óâåëè÷èâ êîíñòàíòó äî îïòèìàëüíîé.

Òåîðåìà 10. 1) Ïóñòü α è β - äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà. Åñëè α±β /∈ Z, òî äëÿ ëþáîãî
T ≥ 1 ñóùåñòâóåò t ≥ T òàêîå, ÷òî∣∣∣ 1

ψα(t)
− 1

ψβ(t)

∣∣∣⩾ Ct, ãäå C îïðåäåëåíî â (3.3). (3.5)

2) Êîíñòàíòà C â (3.5) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò

α è β ñ α± β /∈ Z òàêèå, ÷òî ∣∣∣ 1

ψα(t)
− 1

ψβ(t)

∣∣∣⩽ (C + ε)t

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t.

Îïðåäåäåíèå 4. Äëÿ ïàðû èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë α, β, óäîâëåòâîðÿþùèõ α ± β /∈ Z,
îïðåäåëèì Cα,β êàê

Cα,β = sup{C : |ψα(t)− ψβ(t)| ⩾ C ·min(ψα(t), ψβ(t)) äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà t ∈ N}.

Èñïîëüçóÿ ýòî îáîçíà÷åíèå, Òåîðåìó 9 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Theorem 9'. Ïóñòü α è β - äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèõ α ± β /∈ Z.
Òîãäà

Cα,β ≥ C1,

ãäå C1 =
√√

5+1
2

− 1 ≈ 0.272+.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé äèññåðòàöèè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü α è β - äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèõ α ± β /∈ Z.
Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë α èëè β íå ýêâèâàëåíòíî τ =

√
5+1
2

, òîãäà

Cα,β ≥ C2,

ãäå C2 =
√√

2 + 1− 1 ≈ 0.5537+.

Òàêæå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî êîíñòàíòó C2 â ïðåäûäóùåé òåîðåìå íåëüçÿ óëó÷øèòü.

Òåîðåìà 12. Êîíñòàíòà C2 â Òåîðåìå 11 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî

ñóùåñòâóþò äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà θ è ω, òàêèå ÷òî θ ± ω /∈ Z, ïî êðàéíåé ìåðå

îäíî èç íèõ íå ýêâèâàëåíòíî τ è

Cθ,ω = C2.

Â äîêàçàòåëüñòâå ìû èñïîëüçóåì ÿçûê êîìáèíàòîðèêè ñëîâ. Çäåñü ìû ïðèâîäèì îñíîâíóþ

êîíñòðóêöèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âñåõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå U = Dα ∪ Dβ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Dα = {q0 = 1 ≤
q1 < q2 < . . .} è Dβ = {t0 = 1 ≤ t1 < t2 < . . .} çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé α è β.

Ìû ñòðîèì áåñêîíå÷íîå ñëîâî W íà àëôàâèòå {B∗
∗ , Q

∗, T∗}, ãäå * áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü

íåêîòîðûì èíäåêñàì ýëåìåíòîâ èçDα èDβ, ñëåäóÿ ñëåäóþùåé ïðîöåäóðå. Ïåðâûé ýëåìåíò

U - ýòî 1 = q0 = t0. Îí ïðèíàäëåæèò îáåèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ïîýòîìó ìû íà÷èíàåì

íàøå áåñêîíå÷íîå ñëîâî ñB0
0 . Çàòåì ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèé ýëåìåíò U . Ñóùåñòâóåò

òðè âîçìîæíûõ ñèòóàöèè:

1. Åñëè ñëåäóþùèé ýëåìåíò U - ýòî qj èç ìíîæåñòâàDα, è îí íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

Dβ, ìû ïèøåì áóêâó Qj;

2. Åñëè ñëåäóþùèé ýëåìåíò U - ýòî ti èç ìíîæåñòâàDβ, è îí íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

Dα, ìû ïèøåì áóêâó Ti;

3. Åñëè ñëåäóþùèé ýëåìåíò U ðàâåí qj èç Dα è òàêæå ti èç Dβ, ìû ïèøåì áóêâó Bj
i .

Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò íàì àíàëèçèðîâàòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå çíàìåíàòåëåé

ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ äâóõ ÷èñåë, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè íåîáõîäèìûå áîëüøèå

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ôóíêöèÿìè.
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