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Введение

В 1937 году А. Андронов и Л. Понтрягин [1] ввели понятие грубой системы диф-
ференциальных уравнений, заданных в ограниченной части плоскости, как системы,
не меняющей своих качественных свойств при малых изменениях правых частей, и
указали необходимые и достаточные условия для того, чтобы система была грубой.
Наиболее естественное обобщение этих условий выделяет класс динамических систем
(потоков и каскадов) Морса-Смейла. Свое название системы Морса-Смейла получи-
ли после публикации работы [47] в 1960 году, где С. Смейл доказал выполнение со-
отношений, аналогичных неравенствам Морса, для потоков на n-многообразиях, чье
неблуждающее множество гиперболично, состоит из конечного числа неподвижных
точек и периодических траекторий. Хорошо известно [38], [39], что динамические си-
стемы Морса-Смейла на многообразиях любой размерности действительно являются
грубыми (структурно устойчивыми), но не являются типичными, за исключением по-
токов Морса-Смейла на поверхностях [1], [40] и каскадов Морса-Смейла на окружности
[27].

Одним из первых вопросов, возникающих при изучении динамической системы,
является вопрос о поведении ее траекторий и возможности качественно, с точностью
до топологической эквивалентности (сопряженности), отличать это поведение от по-
ведения траекторий другой системы. Решение этих задач составляет топологическую
классификацию динамических систем и заключается, во-первых, в выделении инфор-
мации о системе, однозначно определяющей ее класс топологической эквивалентности
(сопряженности) и называемой полным топологическим инвариантом, и, во-вторых,
в реализации – построении по выделенной информации стандартного представителя в
каждом классе топологической эквивалентности (сопряженности). Возможность реа-
лизации также позволяет моделировать системы с заданными свойствами.

Например, класс эквивалентности потока Морса-Смейла на окружности однознач-
но определяется числом его неподвижных точек. Для каскадов на окружности полный
топологический инвариант получен А. Майером [27] в 1939 году и состоит из числа пе-
риодических орбит и числа вращения Пуанкаре. В 1955 году Е. Леонтович и А. Майер
[24] в качестве полного топологического инварианта ввели схему потока с конечным
числом особых траекторий на двумерной сфере. В 1971 году М. Пейшото [41] форма-
лизовал понятие схемы Леонтович-Майера и доказал, что для потока на произволь-
ной поверхности полным топологическим инвариантом является класс изоморфности
ориентируемого графа, вершины которого находятся во взаимно однозначном соответ-
ствии с состояниями равновесия и замкнутыми траекториями, а ребра соответствуют
некоторым компонентам связности инвариантных многообразий состояний равновесия
и замкнутых траекторий, при этом изоморфность графов включает в себя сохранение
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выделенных специальным образом подграфов1.
При переходе от потоков к поверхностным диффеоморфизмам Морса-Смейла по-

является новый тип траекторий, называемых гетероклиническими и принадлежащих
пересечению 𝑊 𝑠

𝜎1
∩𝑊 𝑢

𝜎2
инвариантных многообразий различных седловых точек. При

этом пересечение 𝑊 𝑠
𝜎1
∩𝑊 𝑢

𝜎2
является счетным множеством и каждая точка этого мно-

жества называется гетероклинической точкой, а орбита гетероклинической точки на-
зывается гетероклинической орбитой.

Для диффеоморфизмa Морса-Смейла 𝑓 : 𝑀2 → 𝑀2, заданного на ориентируемой
поверхности 𝑀2, появляется возможность ввести понятие ориентируемого гетерокли-
нического пересечения. Для любой гетероклинической точки 𝑥 ∈ 𝑊 𝑠

𝜎1
∩𝑊 𝑢

𝜎2
определим

упорядоченную пару векторов (𝜐⃗𝑢
𝑥 , 𝜐⃗

𝑠
𝑥), где:

• 𝜐⃗𝑢
𝑥 — касательный вектор к неустойчивому многообразию точки 𝜎2 в точке 𝑥

и направленный от точки 𝑥 к точке 𝑓𝑚𝑢
(𝑥), где 𝑚𝑢 — это период компонеты

связности 𝑊 𝑢
𝜎2

∖ {𝜎2} содержащей 𝑥;

• 𝜐⃗𝑠
𝑥 — касательный вектор к устойчивому многообразию точки 𝜎1 в точке 𝑥 и на-

правленный от точки 𝑥 к точке 𝑓𝑚𝑠
(𝑥), где 𝑚𝑠 — это период компонеты связности

𝑊 𝑠
𝜎1

∖ {𝜎1} содержащей 𝑥.

Гетероклиническое пересечение диффеоморфизма 𝑓 называется ориентируемым, если
упорядоченные пары векторов (𝜐⃗𝑢

𝑥 , 𝜐⃗
𝑠
𝑥) задают одинаковую ориентацию несущей по-

верхности 𝑀2. В противном случае гетероклиническое пересечение называется неори-
ентируемым.

Диффеоморфизм 𝑓 называется градиентно-подобным, если 𝑊 𝑠
𝜎1

∩ 𝑊 𝑢
𝜎2

= ∅ для
любых различных седловых точек 𝜎1, 𝜎2 ∈ Ω𝑓 .

Чтобы получить полную классификацию градиентно-подобных диффеоморфизмов
на поверхностях, в 1985 году А. Безденежных и В. Гринес [4, 5, 6, 15] ввели оснащен-
ные графы, аналогичные графам М. Пейшото [41] для градиентно-подобных потоков.
Оснащение включало в себя информацию о границах ячеек диффеоморфизма. Мо-
дифицированный вариант графа описан в работе [18]. Также, аналогично подходу А.
Ошемкова, В. Шарко [37] для градиентно-подобных потоков В. Гринес, С. Капкаева и
О. Починка [16] описали трехцветный граф, как инвариант для градиентно-подобных
каскадов.

Следующим логическим шагом в классификации диффеоморфизмов Морса-
Смейла была классификация сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов на ори-
ентируемых поверхностях с конечным множеством гетероклинических орбит. В 1993
году В. Гринес [15], на основе графа Пейшото, описал топологический инвариант для

1В работе [37] А. Ошемкова и В. Шарко была замечена неточность инварианта Пейшото, связанная
с тем, что изоморфизм графов не различает неэквивалентного расслоения на траектории областей,
ограниченных двумя периодическими орбитами.
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диффеоморфизмов Морса-Смейла с конечным числом гетероклинических орбит, ис-
черпывающихся орбитами точек пересечения связных фундаментальных отрезков се-
паратрис. Приведенный инвариант являлся графом, оснащенным некоторой гетеро-
клинической подстановкой, описывающей схему пересечения инвариантных многооб-
разий.

Немного позднее Р. Ланжевен [23] предложил рассматривать пространство орбит
бассейна стока и проекции неустойчивых сепаратрис седловых точек на полученное
пространство орбит. Этот подход был обобщен и успешно применен Хр. Бонатти,
В. Гринесом, В. Медведевым, Э. Пеку, Ф. Лауденбахом и О. Починкой в работах
[8, 7, 18, 43, 44] для топологической классификации диффеоморфизмов Морса-Смейла
на 3-многообразиях. Подход Ланжевена использовался и в двумерном случае. Так, в
2010 году Т. Митрякова и О. Починка [30] применили его к топологической класси-
фикации диффеоморфизмов поверхностей с конечным числом орбит гетероклиниче-
ского касания. Они построили топологический инвариант, названный схемой, состоя-
щий из конечного числа двумерных торов с набором простых замкнутых кривых. Они
также доказали, что этот инвариант является полным для рассматриваемого клас-
са диффеоморфизмов с неблуждающим множеством, состоящим из конечного числа
неподвижных точек, и в работе [29] решили проблему их реализации по допустимой
абстрактной схеме.

В 1998 году иной подход использовали Хр. Бонатти и Р. Ланжвен [9], рассматривая
диффеоморфизмы Смейла компактных поверхностей – структурно устойчивые диф-
феоморфизмы с нульмерными базисными множествами. Ими доказано, что каждому
диффеоморфизму Смейла соответствует конечный комбинаторный объект, представ-
ляющий собой набор геометрических типов марковских разбиений. Диффеоморфизмы
Морса-Смейла являются частным случаем диффеоморфизмов Смейла, однако, они не
были выделены для отдельного рассмотрения, в связи с чем для них такая классифи-
кация оказалась неоправданно трудоемкой.

В разделе 1 приведен обзор имеющихся на сегодняшний день классификационных
результатов для не градиентно-подобных диффеоморфизмов Морса-Смейла на поверх-
ностях. Откуда видно, что, даже в случае конечного числа гетероклинических орбит
для диффеоморфизмов Морса-Смейла на поверхностях, не имеется исчерпывающих
классификационных результатов. Основная проблема состоит в том, что все известные
на сегодняшний день полные топологические инварианты таких систем не доведены
до этапа реализации. В разделе 4 настоящей работы получена полная топологическая
классификация сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов Морса-Смейла с конеч-
ным числом гетероклинических орбит на ориентируемых поверхностях, включая реа-
лизацию. Инвариантом является пара схем, аналогичных схемам, введенным в работе
[30].

В разделе 5.1 установлено, что условие ориентируемости гетероклинического пере-
сечения у сохраняющего ориентацию диффеоморфизма Морса-Смейла на ориентиру-

3



емой поверхности гарантирует конечность числа его гетероклинических орбит. Кро-
ме того, факт ориентируемости пересечения позволил для таких диффеоморфизмов
установить в разделе 5.2 существование комбинаторных инвариантов – эффективно
различимых графов. Также выделено множество допустимых графов, по каждому из
которых реализован диффеоморфизм Морса-Смейла на поверхности, имеющий ори-
ентируемое гетероклиническое пересечение.

Разделы 2,3 настоящей работы посвящены взаимосвязи поверхностных диффео-
морфизмов Морса-Смейла с гомотопической теорией Нильсена-Терстона. Согласно
классификации Нильсена-Терстона (смотри, например [10], [2] или [18, с. 284]), множе-
ство всех гомотопических классов гомеоморфизмов ориентируемой поверхности пред-
ставляется в виде четырех непересекающихся множеств 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4. Гомотопический
класс из каждого подмножества характеризуется существованием в нем гомеоморфиз-
ма, называемого канонической формой Терстона, а именно: 1) периодического гомео-
морфизма, 2) приводимого непериодического гомеоморфизма алгебраически конечно-
го типа, 3) приводимого гомеоморфизма не являющегося гомеоморфизмом алгебраи-
чески конечного типа, 4) псевдоаносовского гомеоморфизма.

Канонические формы Терстона не являются структурно устойчивыми диффеомор-
физмами, однако, С. Арансон и В. Гринес [2] предположили, что каждый гомотопиче-
ский класс поверхностного гомеоморфизма содержит также и структурно устойчивый
диффеоморфизм. Для класса 𝑇1 подтверждение гипотезы Арансона-Гринеса получе-
но А. Безденежных и В. Гринесом [6]. Именно, в каждом гомотопическом классе из
множества 𝑇1 построен градиенто-подобный диффеоморфизм и получена полная топо-
логическая классификация таких диффеоморфизмов [4, 5]. В статье [48] анонсировано
существование в каждом гомотопическом классе 𝑇4 структурно устойчивого диффео-
морфизма, неблуждающее множество которого состоит из конечного числа источни-
ковых орбит и единственного одномерного аттрактора. В [17] найдены необходимые и
достаточные условия топологической сопряженности двух таких диффеоморфизмов.
В разделе 2 настоящей работы описана реализация каждого гомотопического клас-
са типа 𝑇2 диффеоморфизмом Морса-Смейла с ориентируемым гетероклиническим
пересечением.

Согласно [2] любой гомеоморфизм гомотопического типа 𝑇3 или 𝑇4 имеет бесконеч-
ное множество периодических точек. В силу чего поверхностные диффеоморфизмы
Морса-Смейла не могут принадлежать гомотопическим классам типов 𝑇3 и 𝑇4. При
этом, все градиентно-подобные диффеоморфизмы лежат в гомотопических классах
типа 𝑇1. Тогда как диффеоморфизмы Морса-Смейла с гетероклиническими пересече-
ниями могут принадлежать к гомотопическим классам обоих типов 𝑇1 и 𝑇2. В разделе
3 настоящей работы построен алгоритм, позволяющий определить гомотопический тип
Нильсена-Терстона для не градиентно-подобного диффеоморфизма Морса-Смейла на
поверхности по сигнатуре его гетероклинического пересечения.
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Цели и задачи исследования

Основными целями диссертации являются получение новых классификационных и
реализационных результатов для класса сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов
Морса-Смейла.

Поставленные задачи делятся по двум направлениям: гомотопическая теория и
топологическая классификация сохраняющих ориентацию отображений поверхностей.

В рамках гомотопической теории настоящее исследование решает следующие за-
дачи:

• Построить структурно устойчивого представителя в каждом гомотопическом
классе второго типа Нильсена-Терстона;

• Разработать алгоритм, позволяющий определить гомотопический тип Нильсена-
Терстона для сохраняющего ориентацию диффеоморфизма Морса-Смейла по-
верхности.

В рамках топологической классификации сохраняющих ориентацию отображений
поверхностей настоящее исследование решает следующие задачи:

• Получить полную топологическую классификацию для диффеоморфизмов
Морса-Смейла с конечным числом гетероклинических орбит, включая реализа-
цию;

• Доказать, что диффеоморфизм Морса-Смейла с ориентируемыми гетероклини-
ческими пересечениями имеет конечное число гетероклинических орбит;

• Получить комбинаторный инвариант для диффеоморфизмов Морса-Смейла с
ориентируемыми гетероклиническими пересечениями;

• Доказать существование эффективного алгоритма различения полученного ком-
бинаторного инварианта.

Научная новизна результатов

Все результаты являются новыми. Именно:

• Получена реализация диффеоморфизмов Морса-Смейла с ориентируемым ге-
тероклиническим пересечением в каждом гомотопическом классе второго типа
Нильсена-Терстона .

• Получен алгоритм распознавания принадлежности заданного неградиентно-
подобного диффеоморфизма Морса-Смейла первому 𝑇1 или второму 𝑇2 множе-
ству Нильсена-Тёрстона по его гетероклиническому пересечению.
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• Получена полная топологическая классификация множества диффеоморфизмов
Морса-Смейла с конечным числом гетероклинических орбит, включая реализа-
цию.

• Доказано, что сохраняющий ориентацию диффеоморфизм Морса-Смейла с ори-
ентируемыми гетероклиническими пересечениями имеет конечное число гетеро-
клинических орбит.

• Построен граф, являющийся полным топологическим инвариантом для класса
диффеоморфизмов Морса-Смейла с ориентируемыми гетероклиническими пере-
сечениями.

• Доказано существование эффективного алгоритма установления изоморфности
графов.

Теоретическая и практическая значимость проведен-

ных исследований

В ходе работы получены фундаментальные математические результаты в области
динамических систем. Многие естественные науки используют математические мо-
дели, основанные на диффеоморфизмах Морса-Смейла на 2-многообразиях. Большую
практическую значимость диффеоморфизмы Морса-Смейла имеют в области обработ-
ки данных. Например, в работе [12] исследуются топологический анализ и обработка
крупномасштабных распределенных данных, генерируемых сенсорными сетями. Ал-
горитмы, построенные на основе разложения Морса-Смейла, имеют преимущество в
производительности при обработке данных. Так же комплекс Морса-Смейла обеспе-
чивает топологически значимое разложение области. В работе [13] реализована дис-
кретная аппроксимация комплекса Морса-Смейла, что позволяет лучше работать с
многомерными наборами данных. Диффеоморфизмы Морса Смейла могут быть ис-
пользованы для описания поведения магнитных полей. Как, например, в работе [20]
свойства диффеоморфизма Морса – Смейла применены для решения проблемы о су-
ществовании сепараторов в магнитном поле плазмы.

Методология и методы исследования

В ходе исследования были разработаны новые инварианты, позволяющие решить
поставленные задачи. Для определения типа Нильсена-Терстона для диффеоморфиз-
ма Морса-Смейла введен индекс гетероклинического пересечения 𝜉. Использована но-
вая идея построения графа, для диффеоморфизма Морса-Смейла с ориентируемыми
гетероклиническими пересечениями. Также оригинальной идеей является использова-
ние пары схем для классификации диффеоморфизмов Морса-Смейла.
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Среди классических методов теории динамических систем использованных в рабо-
те можно выделить следующие: факторизация, линеаризующие окрестности, теория
узлов, последовательное построение сопрягающего отображения.

Положения, выносимые на защиту

• Получена реализация диффеоморфизм Морса-Смейла с ориентируемым гетеро-
клиническим пересечением в каждом гомотопическом классе {ℎ} ∈ 𝑇2 (Теорема
1).

• Разработан алгоритм распознавания принадлежности заданного неградиентно-
подобного диффеоморфизма класса 𝑀𝑆(𝑀2) множеству Нильсена-Тёрстона 𝑇1

или 𝑇2 по его гетероклиническому пересечению (Теорема 2).

• Приведена полная топологическая классификация множества 𝑀𝑆1(𝑀
2) диф-

феоморфизмов Морса-Смейла с конечным числом гетероклинических орбит
(𝑏𝑒ℎ(𝑓) = 1), включая реализацию(Теоремы 3,4).

• Доказано, что сохраняющий ориентацию диффеоморфизм Морса-Смейла с ори-
ентируемыми гетероклиническими пересечениями имеет конечное число гетеро-
клинических орбит (Теорема 5).

• Разработан граф (𝑇𝑓 , 𝑃𝑓 ) являющийся полным топологическим инвариантом для
диффеоморфизмов класса 𝑀𝑆+(𝑀

2) (Теорема 6).

• Доказано существование эффективного алгоритма установления изоморфности
графов (𝑇𝑓 , 𝑃𝑓 )(Теорема 7).

Структура и объем работы

Диссертационная работа состоит из введения, пяти глав, заключения и списка ли-
тературы. Общий объем работы составляет 91 страницу, включая 44 рисунков. Список
литературы содержит 72 наименования.

Личный вклад автора

Все представленные в диссертации результаты получены автором самостоятельно.
Научному руководителю О.В. Починке принадлежит постановка задач и общее руко-
водство научно-исследовательской деятельностью диссертанта с целью подготовки к
защите диссертации. В.З. Гринес и Д.С.Малышев являлись консультантами по вопро-
сам теории графов.
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1 Результаты исследования

Настоящая работа посвящена топологической и гомотопической классификации
диффеоморфизмов Морса-Смейла 𝑓 на ориентируемых поверхностях 𝑀2, обозначим
через 𝑀𝑆(𝑀2) класс таких диффеоморфизмов.

Пусть 𝒪𝑖, 𝒪𝑗 периодические орбиты диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝑀𝑆(𝑀2). В работе [46]
С. Смейл ввел понятие отношения частичного порядка ≺ для периодических орбит

𝒪𝑖 ≺ 𝒪𝑗 ⇐⇒ 𝑊 𝑠
𝒪𝑖

∩𝑊 𝑢
𝒪𝑗

̸= ∅.

Для седловых орбит 𝒪𝑖 ≺ 𝒪𝑗 любая точка непустого пересечения 𝑊 𝑠
𝒪𝑖
∩𝑊 𝑢

𝒪𝑗
называет-

ся гетероклинической. Последовательность различных седловых периодических орбит
𝒪𝑖 = 𝒪𝑖0 ,𝒪𝑖1 , . . . ,𝒪𝑖𝑘 = 𝒪𝑗 (𝑘 ≥ 1), такая что 𝒪𝑖0 ≺ 𝒪𝑖1 ≺ · · · ≺ 𝒪𝑖𝑘 называется цепью
длины 𝑘 соединяющей периодические орбиты 𝒪𝑖 и 𝒪𝑗. Максимальная длина седловой
цепи соединяющей орбиты 𝒪𝑖 и 𝒪𝑗 обозначается как 𝑏𝑒ℎ(𝒪𝑗|𝒪𝑖) (beh от английского
behaviour (отношение)). Полагают 𝑏𝑒ℎ(𝒪𝑗|𝒪𝑖) = 0, если 𝑊 𝑢

𝒪𝑗
∩𝑊 𝑠

𝒪𝑖
= ∅. Положим

𝑏𝑒ℎ(𝑓) = 𝑚𝑎𝑥{𝑏𝑒ℎ(𝒪𝑗|𝒪𝑖)}.

Диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝑀𝑆(𝑀2) называется градиентно-подобным, если 𝑏𝑒ℎ(𝑓) = 0.
Обозначим через 𝑀𝑆1(𝑀

2) диффеоморфизмы 𝑓 ∈ 𝑀𝑆(𝑀2) с 𝑏𝑒ℎ(𝑓) = 1.
Если 𝑏𝑒ℎ(𝑓) > 0, то для любой гетероклинической точки 𝑥 ∈ 𝑊 𝑠

𝜎1
∩ 𝑊 𝑢

𝜎2
диффео-

морфизма 𝑓 ∈ 𝑀𝑆(𝑀2) определим упорядоченную пару векторов (𝜐⃗𝑢
𝑥 , 𝜐⃗

𝑠
𝑥), где:

• 𝜐⃗𝑢
𝑥 — касательный вектор к неустойчивому многообразию точки 𝜎2 в точке 𝑥

и направленный от точки 𝑥 к точке 𝑓𝑚𝑢
(𝑥), где 𝑚𝑢 — это период компонеты

связности 𝑊 𝑢
𝜎2

∖ {𝜎2} содержащей 𝑥;

• 𝜐⃗𝑠
𝑥 — касательный вектор к устойчивому многообразию точки 𝜎1 в точке 𝑥 и на-

правленный от точки 𝑥 к точке 𝑓𝑚𝑠
(𝑥), где 𝑚𝑠 — это период компонеты связности

𝑊 𝑠
𝜎1

∖ {𝜎1} содержащей 𝑥.

Гетероклиническое пересечение диффеоморфизма Морса-Смейла 𝑓 : 𝑀2 → 𝑀2 на-
зывается ориентируемым, если упорядоченные пары векторов (𝜐⃗𝑢

𝑥 , 𝜐⃗
𝑠
𝑥) задают одина-

ковую ориентацию несущей поверхности 𝑀2. В противном случае гетероклиническое
пересечение называется неориентируемым.

Обозначим через 𝑀𝑆+(𝑀
2) множество диффеоморфизмов 𝑓 ∈ 𝑀𝑆(𝑀2) с ориен-

тируемым гетероклиническим пересечением.
В главе 1 приведены необходимые сведения из теории динамических систем, а так

же представлен обзор имеющихся по данной тематике результатов.
Глава 2 посвящена реализации гомотопических классов типа 𝑇2 по Нильсену-

Терстону диффеоморфизмами класса 𝑀𝑆+(𝑀
2).
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Согласно классификации Нильсена-Терстона (см., например [10], [2] или [18, с.
284]), множество всех гомотопических классов гомеоморфизмов ориентируемой по-
верхности представляется в виде четырех непересекающихся множеств 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4.
Гомотопический класс из каждого подмножества характеризуется существованием в
нем гомеоморфизма, называемого канонической формой Терстона, а именно: 1) пери-
одического гомеоморфизма, 2) приводимого непериодического гомеоморфизма алгеб-
раически конечного типа, 3) приводимого гомеоморфизма не являющегося гомеомор-
физмом алгебраически конечного типа, 4) псевдоаносовского гомеоморфизма.

Канонические формы Терстона не являются структурно устойчивыми диффеомор-
физмами, однако, С.Х. Арансон и В.З. Гринес [2] предположили, что каждый гомото-
пический класс поверхностного гомеоморфизма содержит также и структурно устой-
чивый диффеоморфизм. Для класса 𝑇1 подтверждение гипотезы Арансона-Гринеса
получено А.Н. Безденежных и В.З. Гринесом [6].

Основным результатом главы 2 является следующая теорема.
Теорема 1 ([22]*, Теорема 1) В каждом гомотопическом классе {ℎ} ∈ 𝑇2 гомео-

морфизмов поверхности 𝑀2 существует диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝑀𝑆+(𝑀
2).

Согласно [2] любой гомеоморфизм гомотопического типа 𝑇3 или 𝑇4 имеет бесконеч-
ное множество периодических точек. В силу чего поверхностные диффеоморфизмы
Морса-Смейла не могут принадлежать гомотопическим классам типов 𝑇3 и 𝑇4. При
этом, все градиентно-подобные диффеоморфизмы лежат в гомотопических классах
типа 𝑇1. Тогда как диффеоморфизмы Морса-Смейла с гетероклиническими пересече-
ниями могут принадлежать к гомотопическим классам обоих типов 𝑇1 и 𝑇2.

В главе 3 представлен алгоритм распознавания принадлежности заданно-
го неградиентно-подобного диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝑀𝑆(𝑀2) множеству Нильсена-
Тёрстона 𝑇1 или 𝑇2 по его гетероклиническому пересечению.

Пусть 𝑓 ∈ 𝑀𝑆(𝑀2). Так как {𝑓} ∈ 𝑇𝑖 тогда и только тогда, когда {𝑓𝑘} ∈ 𝑇𝑖, 𝑘 ̸= 0

(смотри, [34, 35, 36]), то без ограничения общности можно считать, что неблуждаю-
щее множество Ω𝑓 диффеоморфизма 𝑓 состоит из неподвижных точек и 𝑓 сохраняет
ориентацию на своих инвариантных многообразиях. Тогда множество Σ𝜎

𝑓 седловых
точк диффеоморфизма 𝑓 может быть упорядоченно согласно отношению частичного
порядка Смейла [46] следующим образом:

если 𝑊 𝑢
𝜎𝑗
∩𝑊 𝑠

𝜎𝑖
̸= ∅, то 𝑖 < 𝑗.

Зафиксируем некоторую нумерацию 𝜎1, . . . , 𝜎𝑘1 на множестве Σ𝜎
𝑓 согласованную с от-

ношением частичного порядка Смейла.
Обозначим через Σ𝜔

𝑓 , Σ
𝛼
𝑓 множество всех стоковых и источниковых точек диффео-

морфизма 𝑓 , соответственно, и через 𝑘𝜔, 𝑘𝛼 число точек в соответствующих множе-
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ствах. Пусть

𝐴𝑓,0 = Σ𝜔
𝑓 , 𝐴𝑓,𝑖 = Σ𝜔

𝑓 ∪
𝑖⋃︁

𝑗=1

𝑊 𝑢
𝜎𝑗
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘1,

𝑅𝑓,𝑖 = Σ𝛼
𝑓 ∪

𝑘1⋃︁
𝑗=𝑖+1

𝑊 𝑠
𝜎𝑗
, 𝑖 = 0, . . . , 𝑘1 − 1, 𝑅𝑓,𝑘1 = Σ𝛼

𝑓 .

Из [42], [19] следует, что каждое из множеств 𝐴𝑓,𝑖 (𝑅𝑓,𝑖) является аттрактором (ре-
пеллером), т.е. у него есть захватывающая окрестность 𝑀𝑓,𝑖 (𝑁𝑓,𝑖), которая является
компактной поверхностью с краем, такая, что

𝑓(𝑀𝑓,𝑖) ⊂ int𝑀𝑓,𝑖,
⋂︁
𝑛∈N

𝑓𝑛(𝑀𝑓,𝑖) = 𝐴𝑓,𝑖

(︃
𝑓−1(𝑁𝑓,𝑖) ⊂ int𝑁𝑓,𝑖,

⋂︁
𝑛∈N

𝑓−𝑛(𝑁𝑓,𝑖) = 𝑅𝑓,𝑖

)︃
.

Более того, аттрактор 𝐴𝑓,𝑖 и репеллер 𝑅𝑓,𝑖 являются дуальными, т. е. окрестности 𝑁𝑓,𝑖

и 𝑀𝑓,𝑖 могут быть выбраны таким образом, что 𝑁𝑓,𝑖 = 𝑀2 ∖ int𝑀𝑓,𝑖 (см. [42]). Так как
𝐴𝑓,0 ⊂ 𝐴𝑓,1 ⊂ · · · ⊂ 𝐴𝑓,𝑘1 , то, в силу [42], захватывающие окрестности можно выбрать
так, что:

• 𝑀𝑓,𝑖 ⊂ 𝑓(𝑀𝑓,𝑖+1), 𝑖 = 0, . . . , 𝑘1 − 1;

• 𝜕𝑀𝑓,𝑖 не содержит гетероклинических точек;

• каждая компонента связности 𝑣 множества 𝐾𝑓,𝑖 = 𝑀𝑓,𝑖 ∖ int 𝑓(𝑀𝑓,𝑖) диффео-
морфна двумерному кольцу [0, 1]×S1 посредством некоторого диффеоморфизма
ℎ𝑣 : [0, 1]× S1 → 𝑣 такого, что ℎ−1

𝑣 𝑓ℎ𝑣|{0}×S1(0, 𝑠) = (1, 𝑠), 𝑠 ∈ S1 (см. Рис. 1).

Рис. 1: Действие диффеоморфизма ℎ𝑣 : [0, 1]× S1 → 𝑣.
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Положим 𝑎𝑣 = ℎ𝑣([0, 1]×{0}), 𝑏𝑣 = ℎ𝑣({0}×S1). Ориентируем кривую 𝑎𝑣 по направ-
лению на отрезке [0, 1] от 0 до 1. Тогда пространство орбит 𝑣 = 𝑣/𝑓 диффеоморфно
двумерному тору и естественная проекция 𝑝𝑣 : 𝑣 → 𝑣 индуцирует на торе 𝑣 образующие

𝑎̂𝑣 = 𝑝𝑣(𝑎𝑣), 𝑏̂𝑣 = 𝑝𝑣(𝑏𝑣).

Пусть 𝑣 компонента связности множества 𝐾𝑓,𝑖 и 𝐶𝑣 =
⋃︀
𝑛∈Z

𝑓𝑛(𝑣). Обозначим через

𝐿𝑠
𝑓,𝑣 (𝐿

𝑢
𝑓,𝑣) объединение устойчивых (неустойчивых) сепаратрис седловых точек 𝜎𝑗, 𝑗 ⩽

𝑖 (𝑗 > 𝑖), полностью содержащихся в множестве 𝐶𝑣 (см. Рис. 2).

vf vf

v Cv

Рис. 2: Пример множества 𝐶𝑣, где фиолетовая и оранжевая сепаратрисы не принад-
лежат множествам 𝐿𝑠

𝑓,𝑣 и 𝐿𝑢
𝑓,𝑣 соответственно.

Пусть 𝐿̂𝑠
𝑓,𝑣 = 𝑝𝑣(𝐿

𝑠
𝑓,𝑣), 𝐿̂

𝑢
𝑓,𝑣 = 𝑝𝑣(𝐿

𝑢
𝑓,𝑣). Тогда каждая компонента связности этих мно-

жеств является узлом на торе 𝑣 гомотопического типа ⟨1, 𝑑𝑠𝑓,𝑣⟩, ⟨1, 𝑑𝑢𝑓,𝑣⟩ в выбранных
образующих 𝑎̂𝑣, 𝑏̂𝑣 (см. Рис. 3). Согласно [45, Глава 2.D Упражнение 7.] число 𝑑𝑠𝑓,𝑣(𝑑

𝑢
𝑓,𝑣)

не зависит от выбора узла из множества 𝐿̂𝑠
𝑓,𝑣(𝐿̂

𝑢
𝑓,𝑣). Пусть

𝜉𝑓,𝑣 = 𝑑𝑠𝑓,𝑣 − 𝑑𝑢𝑓,𝑣.

Согласно [45, Глава 2.С] число 𝜉𝑓,𝑣 не зависит от выбора базиса 𝑎̂𝑣, 𝑏̂𝑣. Компоненту
𝑣 будем называть гетероклиническим кольцом, если множество 𝐿𝑢

𝑓,𝑣 содержит хотя
бы одну неустойчивую сепаратрису седла 𝜎𝑖+1, пересекающую множество 𝐿𝑠

𝑓,𝑣. Заме-
тим, что в каждом множестве 𝐾𝑓,𝑖 имеется не более двух гетероклинических колец.
Гетероклиническое кольцо 𝑣 будем называть (см. Рис. 4):

• стягиваемым, если кривая 𝑏𝑣 гомотопна нулю на поверхности 𝑀2;

• тривиальным, если 𝜉𝑓,𝑣 = 0;
11



Рис. 3: На рисунке показано расположение узлов 𝑙̂𝑠𝑣 ∈ 𝐿̂𝑠
𝑓,𝑣, 𝑙̂

𝑢
𝑣 ∈ 𝐿̂𝑢

𝑓,𝑣 на торе 𝑣.

• существенным, если 𝑣 не является ни стягиваемым, ни тривиальным.

Обозначим через 𝒱𝑓 множество существенных гетероклинических колец 𝑣. Опреде-
лим индекс гетероклинических пересечений 𝜉𝑓 диффеоморфизма 𝑓 . Если множество
𝒱𝑓 пусто, то полагаем 𝜉𝑓 = 0. В противном случае на множестве 𝒱𝑓 введем следующее
отношение эквивалентности: компоненты 𝑣 ⊂ 𝐾𝑓,𝑖, 𝑣

′ ⊂ 𝐾𝑓,𝑖′ будем называть эквива-
лентными , если кривые 𝑏𝑣, 𝑏𝑣′ гомотопны (см. пример диффеоморфизма, содержа-
щего кольца разных классов эквивалентности, на Рис. 4). Обозначим через [𝑣] класс
эквивалентности кольца 𝑣, а через [𝒱𝑓 ] множество классов эквивалентности. Предпо-
лагая, что кривые 𝑏𝑣, 𝑏𝑣′ согласованно ориентированы для эквивалентных колец 𝑣, 𝑣′,
положим

𝜉𝑓,[𝑣] =
∑︁
𝑣∈[𝑣]

𝜉𝑓,𝑣, 𝜉𝑓 =
∑︁

[𝑣]∈[𝒱𝑓 ]

|𝜉𝑓,[𝑣]|.

Основным результатом главы 3 является следующая теорема.
Теорема 2 ([21]*, Теорема 1) Пусть 𝑓 ∈ 𝑀𝑆(𝑀2). Тогда {𝑓} ∈ 𝑇1 ({𝑓} ∈ 𝑇2) ⇔

𝜉𝑓 = 0 (𝜉𝑓 ̸= 0)2.
В главе 4 получена полная топологическая классификация (включая реализацию)

диффеоморфизмов класса 𝑀𝑆1(𝑀
2).

Пусть 𝑓 ∈ 𝑀𝑆1(𝑀
2). Тогда множество Σ𝑓 периодических орбит диффеоморфизма

𝑓 можно разбить на подмножества Σ𝑖
𝑓 , 𝑖 ∈ {𝜔, 𝑠, 𝑢, 𝛼} как следует:

• Σ𝜔
𝑓 — множество всех стоковых точек;

• Σ𝑠
𝑓 — множество седловых точек, неустойчивые многообразия которых не содер-

жат гетероклинических точек;

• Σ𝑢
𝑓 — множество всех остальных седловых точек;

2Для диффеоморфизмов Морса-Смейла с конечным набором гетероклинических орбит, заданных
на двумерном торе, теорема была доказана в [31].
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Рис. 4: Гетероклинические кольца диффеоморфизма Морса-Смейла на торе.

• Σ𝛼
𝑓 — множество всех источниковых точек.

Из свойств введенного порядка ≺ следует, что каждая орбита 𝒪𝑖 ∈ Σ𝑢
𝑓 находится в

отношении 𝒪𝑗 ≺ 𝒪𝑖 с некоторой периодической орбитой 𝒪𝑗 ∈ Σ𝑠
𝑓 . Пусть

𝒜𝑓 = Σ𝜔
𝑓 ∪𝑊 𝑢

Σ𝑠
𝑓
, ℛ𝑓 = Σ𝛼

𝑓 ∪𝑊 𝑠
Σ𝑢

𝑓
, 𝑉𝑓 = 𝑀2 ∖ (𝒜𝑓 ∪ℛ𝑓 ).

В статье [19] показано, что множества 𝒜𝑓 , ℛ𝑓 являются аттрактором и репеллером
системы соответственно. Пусть

𝑉𝑓 = 𝑉𝑓/𝑓.

Согласно статье [42], каждая компонента связности пространства орбит 𝑉𝑓 гомеоморф-
на двумерному тору. Обозначим через 𝑝

𝑓
: 𝑉𝑓 → 𝑉𝑓 естественную проекцию, которая

13



также является накрытием для пространства 𝑉𝑓 .
Обозначим через 𝑉𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2, ..., 𝑛 } компоненты связности пространства орбит

𝑉𝑓 . Положим 𝑉𝑖 = 𝑝−1
𝑓 (𝑉𝑖) и обозначим через 𝑝𝑖 : 𝑉𝑖 → 𝑉𝑖 естественную проекцию.

Накрытие 𝑝𝑖 индуцирует нетривиальный гомоморфизм 𝜂𝑖 : 𝜋1(𝑉𝑖) → 𝑚𝑖Z, который
гомотопическому классу кривой [𝑐] ∈ 𝜋1(𝑉𝑖) ставит в соответствие число 𝜇𝑚𝑖 такое,
что любое поднятие кривой 𝑐 соединяет точку 𝑥 ∈ 𝑉𝑖 с точкой 𝑓𝜇𝑚𝑖(𝑥). Положим

𝑉𝑓 = 𝑉1 ⊔ · · · ⊔ 𝑉𝑛

и обозначим через 𝜂
𝑓

отображение, составленное из гомоморфизмов 𝜂1, . . . , 𝜂𝑛.
Обозначим через 𝑚𝑓 ∈ N такое наименьшее число, что все точки неблуждающего

множества диффеоморфизма 𝑓𝑚𝑓 неподвижны и диффеоморфизм 𝑓𝑚𝑓 сохраняет ори-
ентацию на 𝑊 𝑢

𝜎 для всех 𝜎 ∈ Σ𝑓 . Положим 𝑓 = 𝑓𝑚𝑓 и заметим, что множества 𝒜𝑓 и
ℛ𝑓 так же являются аттрактором и репеллером для диффеоморфизма 𝑓 . Положим

𝑉𝑓 = 𝑉𝑓/𝑓.

Обозначим через 𝑝𝑓 : 𝑉𝑓 → 𝑉𝑓 естественную проекцию, которая также является на-
крытием.

Введем следующие обозначения:

• ℒ𝑠
𝑓 , ℒ𝑢

𝑓 – множества всех устойчивых, неустойчивых, соответственно, седловых
сепаратрис диффеоморфизма 𝑓 и ℒ𝑓 = ℒ𝑠

𝑓 ∪ ℒ𝑢
𝑓 ;

• 𝐿𝑠
𝑓 =

⋃︀
𝑙∈ℒ𝑠

𝑓

𝑙, 𝐿𝑢
𝑓 =

⋃︀
𝑙∈ℒ𝑢

𝑓

𝑙 и 𝐿𝑓 = 𝐿𝑠
𝑓 ∪ 𝐿𝑢

𝑓 ;

• ℒ̂𝑠
𝑓 = {𝑙̂ = 𝑝𝑓 (𝑙)| 𝑙 ∈ ℒ𝑠

𝑓}, ℒ̂𝑢
𝑓 = {𝑙̂ = 𝑝𝑓 (𝑙)| 𝑙 ∈ ℒ𝑢

𝑓} и ℒ̂𝑓 = ℒ̂𝑠
𝑓 ∪ ℒ̂𝑢

𝑓 ;

• 𝐿̂𝑠
𝑓 =

⋃︀
𝑙̂∈ℒ̂𝑠

𝑓

𝑙̂, 𝐿̂𝑢
𝑓 =

⋃︀
𝑙̂∈ℒ̂𝑢

𝑓

𝑙̂ и 𝐿̂𝑓 = 𝐿̂𝑠
𝑓 ∪ 𝐿̂𝑢

𝑓 ;

• 𝒫𝑓 – инволюция на множестве ℒ̂𝑓 такая, что для любого элемента 𝑙̂ ∈ ℒ̂𝑓 выпол-
няется 𝑙̂ ∪ 𝒫𝑓 (𝑙̂) = 𝑝𝑓 (𝑊

𝛿
𝜎 ∖ 𝜎) для некоторых 𝛿 ∈ {𝑠, 𝑢} и 𝜎 ∈ (Σ𝑠

𝑓 ∪ Σ𝑢
𝑓 );

• ℒ̃𝑠
𝑓 = {𝑙̃ = 𝑝𝑓 (𝑙)| 𝑙 ∈ ℒ𝑠

𝑓}, ℒ̃𝑢
𝑓 = {𝑙̃ = 𝑝𝑓 (𝑙)| 𝑙 ∈ ℒ𝑢

𝑓} и ℒ̃𝑓 = ℒ̃𝑠
𝑓 ∪ ℒ̃𝑢

𝑓 ;

• 𝐿̃𝑠
𝑓 =

⋃︀
𝑙̃∈ℒ̃𝑠

𝑓

𝑙̃, 𝐿̃𝑢
𝑓 =

⋃︀
𝑙̃∈ℒ̃𝑢

𝑓

𝑙̃ и 𝐿̃𝑓 = 𝐿̃𝑠
𝑓 ∪ 𝐿̃𝑢

𝑓 ;

• 𝒫𝑓 – инволюция на множестве ℒ̃𝑓 такая, что для любого элемента 𝑙̃ ∈ ℒ̃𝑓 выпол-
няется 𝑙̃ ∪ 𝒫𝑓 (𝑙̃) = 𝑝𝑓 (𝑊

𝛿
𝜎 ∖ 𝜎) для некоторых 𝛿 ∈ {𝑠, 𝑢} и 𝜎 ∈ (Σ𝑠

𝑓 ∪ Σ𝑢
𝑓 ).

Для любого диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝑀𝑆1(𝑀
2) положим

𝑆𝑓 = (𝑉𝑓 , ℒ̂𝑓 ,𝒫𝑓 ), 𝑆𝑓 = (𝑉𝑓 , ℒ̃𝑓 ,𝒫𝑓 ).
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Определение 1 (Схема диффеоморфизма). Будем называть пару

𝒮𝑓 = (𝑆𝑓 , 𝑆𝑓 )

схемой диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝑀𝑆1(𝑀
2).
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Рис. 5: Фазовые портреты топологически не сопряженных диффеоморфизмов 𝑓, 𝑓 ′ ∈
𝑀𝑆1(𝑀

2) с неэквивалентными наборами 𝑆𝑓 , 𝑆𝑓 ′

Наборы 𝑆𝑓 , 𝑆𝑓 ′ для диффеоморфизмов 𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝑀𝑆1(𝑀
2) назовем эквивалентными

(см. Рис. 5), если существует гомеоморфизм 𝜙 : 𝑉𝑓 → 𝑉𝑓 ′ такой что 𝜂
𝑓
= 𝜂

𝑓 ′
𝜙* и

(1) 𝐿̂𝑠
𝑓 ′ = 𝜙(𝐿̂𝑠

𝑓 ), 𝐿̂
𝑢
𝑓 ′ = 𝜙(𝐿̂𝑢

𝑓 );
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(2) гомеоморфизм 𝜙 формулой 𝜙⋆(𝑙̂) = 𝜙(𝑙̂) индуцирует взаимно однозначное соот-
ветствие 𝜙⋆ : ℒ̂𝑓 → ℒ̂𝑓 ′ такое, что 𝜙⋆𝒫𝑓 = 𝒫𝑓 ′𝜙⋆.

На рисунке 5 изображены диффеоморфизмы 𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝑀𝑆1(𝑀
2). Cлева изобра-

жен диффеоморфизм 𝑓 двумерной сферы, неблуждающее множество которого состо-
ит из неподвижных источниковых точек 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, неподвижных седловых точек
𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 и неподвижной стоковой точки 𝜔1. Так же отмечены сепаратрисы 𝑙1, . . . , 𝑙6 ∈
ℒ𝑓 . На множестве 𝑉𝑓 = 𝑉1 ⊔ 𝑉2 отмечены проекции сепаратрис ℒ̂𝑓 = {𝑙̂1, . . . , 𝑙̂6}. Инво-
люция 𝒫𝑓 действует следующим образом:

𝒫𝑓 (𝑙̂1) = 𝑙̂2,𝒫𝑓 (𝑙̂3) = 𝑙̂4,𝒫𝑓 (𝑙̂5) = 𝑙̂6.

На рисунке справа изображен диффеоморфизм 𝑓 ′ двумерного тора, неблуждающее
множество которого состоит из неподвижных источниковых точек 𝛼′

1, 𝛼
′
2, неподвиж-

ных седловых точек 𝜎′
1, 𝜎

′
2, 𝜎

′
3 и неподвижной стоковой точки 𝜔′

1. Так же отмечены
сепаратрисы 𝑙′1, . . . , 𝑙

′
6 ∈ ℒ𝑓 ′ . На множестве 𝑉𝑓 ′ = 𝑉 ′

1 ⊔ 𝑉 ′
2 отмечены проекции сепара-

трис ℒ̂𝑓 ′ = {𝑙̂′1, . . . , 𝑙̂′6}. Инволюция 𝒫𝑓 ′ действует следующим образом:

𝒫𝑓 ′(𝑙̂′1) = 𝑙̂′3,𝒫𝑓 (𝑙̂
′
2) = 𝑙̂′4,𝒫𝑓 (𝑙̂

′
5) = 𝑙̂′6.

Для наборов 𝑆𝑓 , 𝑆𝑓 ′ существует гомеоморфизм 𝜙 : 𝑉𝑓 → 𝑉𝑓 ′ такой, что 𝜂
𝑓
= 𝜂

𝑓 ′
𝜙

и выполняется пункт (1) эквивалентности наборов. Но для любого такого гомеомор-
физма не выполнено условие (2) 𝜙⋆𝒫𝑓 = 𝒫𝑓 ′𝜙⋆. Топологическая несопряженность диф-
феоморфизмов 𝑓, 𝑓 ′ очевидно следует из негомеоморфности поверхностей, на которых
они заданы.

Наборы 𝑆𝑓 , 𝑆𝑓 ′ для диффеоморфизмов 𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝑀𝑆1(𝑀
2) назовем эквивалентными

(см. Рис. 6), если существует гомеоморфизм 𝜙 : 𝑉𝑓 → 𝑉𝑓 ′ такой что:

(1) 𝐿̃𝑓 ′ = 𝜙(𝐿̃𝑓 );

(2) гомеоморфизм 𝜙 формулой 𝜙⋆(𝑙̃) = 𝜙(𝑙̃) индуцирует взаимно однозначное соот-
ветствие 𝜙⋆ : ℒ̃𝑓 → ℒ̃𝑓 ′ такое, что 𝜙⋆𝒫𝑓 = 𝒫𝑓 ′𝜙⋆.

На рисунке 6 изображены диффеоморфизмы 𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝑀𝑆1(𝑀
2). Cлева изображен диф-

феоморфизм 𝑓 двумерной сферы, неблуждающее множество которого состоит из пе-
риодической источниковой орбиты {𝛼1, 𝛼2, 𝛼3} периода 3, неподвижных источнико-
вых точек 𝛼4, 𝛼5, периодической седловой орбиты {𝜎1, 𝜎2, 𝜎3} периода 3, неподвиж-
ной седловой точки 𝜎4 и неподвижной стоковой точки 𝜔1. Так же отмечены сепа-
ратрисы 𝑙1, . . . , 𝑙8 ∈ ℒ𝑓 . На множестве 𝑉𝑓 = 𝑉1 ⊔ 𝑉2 отмечены проекции сепаратрис
ℒ̂𝑓 = {𝑙̂1, . . . , 𝑙̂4}. Инволюция 𝒫𝑓 действует следующим образом:

𝒫𝑓 (𝑙̂1) = 𝑙̂2,𝒫𝑓 (𝑙̂3) = 𝑙̂4.
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На множестве 𝑉𝑓 = 𝑉1⊔𝑉2 отмечены проекции сепаратрис ℒ̃𝑓 = {𝑙̃1, . . . , 𝑙̃8}. Инволюция
𝒫𝑓 действует следующим образом:

𝒫𝑓 (𝑙̃1) = 𝑙̃2,𝒫𝑓 (𝑙̃3) = 𝑙̃4,𝒫𝑓 (𝑙̃5) = 𝑙̃6,𝒫𝑓 (𝑙̃7) = 𝑙̃8.

На рисунке справа изображен диффеоморфизм 𝑓 ′ двумерного тора, неблуждающее
множество которого состоит из периодической источниковой орбиты {𝛼′

2, 𝛼
′
3} периода

2, неподвижной источниковой точки 𝛼′
1, периодической седловой орбиты {𝜎′

1, 𝜎
′
2, 𝜎

′
3}

периода 3, неподвижной седловой точки 𝜎′
4 и неподвижной стоковой точки 𝜔′

1. Так же
отмечены сепаратрисы 𝑙′1, . . . , 𝑙

′
8 ∈ ℒ𝑓 ′ . На множестве 𝑉𝑓 ′ = 𝑉 ′

1 ⊔ 𝑉 ′
2 отмечены проекции

сепаратрис ℒ̂𝑓 ′ = {𝑙̂′1, . . . , 𝑙̂′4}. Инволюция 𝒫𝑓 ′ действует следующим образом:

𝒫𝑓 ′(𝑙̂′1) = 𝑙̂′2,𝒫𝑓 (𝑙̂
′
3) = 𝑙̂′4.

На множестве 𝑉𝑓 ′ = 𝑉 ′
1 ⊔ 𝑉 ′

2 отмечены проекции сепаратрис ℒ̃′
𝑓 = {𝑙̃′1, . . . , 𝑙̃′8}. Инволю-

ция 𝒫𝑓 ′ действует следующим образом:

𝒫𝑓 ′(𝑙̃′1) = 𝑙̃4,𝒫𝑓 ′(𝑙̃′2) = 𝑙̃′5,𝒫𝑓 ′(𝑙̃′3) = 𝑙̃′6,𝒫𝑓 ′(𝑙̃′7) = 𝑙̃′8.

Для наборов 𝑆𝑓 , 𝑆𝑓 ′ существует гомеоморфизм 𝜙 : 𝑉𝑓 → 𝑉𝑓 ′ такой, что 𝜂
𝑓
= 𝜂

𝑓 ′
𝜙

и выполняются пункты (1) и (2) эквивалентности наборов. Также для наборов 𝑆𝑓 , 𝑆𝑓 ′

существует гомеоморфизм 𝜙 : 𝑉𝑓 → 𝑉𝑓 ′ такой, что выполняется пункт (1) эквива-
лентности наборов. Но для любого такого гомеоморфизма не выполнено условие (2)
𝜙⋆𝒫𝑓 = 𝒫𝑓 ′𝜙⋆. Топологическая несопряженность диффеоморфизмов 𝑓, 𝑓 ′ очевидно сле-
дует из негомеоморфности поверхностей, на которых они заданы.

Определение 2 (Эквивалентность схем). Схемы 𝒮𝑓 ,𝒮𝑓 ′ диффеоморфизмов 𝑓, 𝑓 ′ ∈
𝑀𝑆1(𝑀

2) будем называть эквивалентными если существует гомеоморфизм 𝜙 : 𝑉𝑓 →
𝑉𝑓 ′, осуществляющий эквивалентность наборов 𝑆𝑓 , 𝑆𝑓 ′ и поднимающийся до гомео-
морфизма 𝜙 : 𝑉𝑓 → 𝑉𝑓 ′, осуществляющего эквивалентность наборов 𝑆𝑓 , 𝑆𝑓 ′.

Основным результатом главы 4 является следующая теорема.
Теорема 3 ([32]*, Теорема 1.) Два диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝑀𝑆1(𝑀

2), 𝑓 ′ ∈
𝑀𝑆1(𝑀

′2) топологически сопряжены тогда и только тогда, когда их схемы 𝒮𝑓 ,𝒮𝑓 ′

эквивалентны.
На основе свойств схемы диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝑀𝑆1(𝑀

2) вводится понятие аб-
страктной схемы 𝒮 и доказывается следующая теорема.

Теорема 4. ([32]*, Теорема 2) Для любой абстрактной схемы 𝒮 существует
диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝑀𝑆1(𝑀

2), схема 𝒮𝑓 которого эквивалентна схеме 𝒮.
По любой абстрактной схеме 𝒮 = (𝑆, 𝑆) можно определить род поверхности, на

которой реализуется диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝑀𝑆1(𝑀
2) по данной схеме. Для этого по-

строим два набора окружностей 𝑆𝜔, 𝑆𝛼 по набору 𝑆 следующим образом.
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Рис. 6: Фазовые портреты топологически не сопряженных диффеоморфизмов 𝑓, 𝑓 ′ ∈
𝑀𝑆1(𝑀

2) с неэквивалентными наборами 𝑆𝑓 , 𝑆𝑓 ′

В силу [18, Лемма 3.2.1] для каждой компоненты связности 𝑉𝑖 множества 𝑉𝑓 такой,
что ℒ̃𝑠 ∩ 𝑉𝑖 ̸= ∅, существует узел, который пересекается с каждым узлом 𝑙̃ ∈ ℒ̃𝑠 ∩ 𝑉𝑖

в единственной точке (см. Рис. 7), назовем такой узел экватором. Выберем экватор
𝛽𝑠
𝑖 для каждой компоненты связности 𝑉𝑖, такой, что ℒ̃𝑠 ∩ 𝑉𝑖 ̸= ∅. Обозначим через 𝐵𝑠
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объединение всех экваторов 𝛽𝑠
𝑖 . Точки 𝑙̃ ∩ 𝐵𝑠, 𝒫(𝑙̃) ∩ 𝐵𝑠 назовем парными. Обозначим

через 𝑆𝜔 набор узлов, полученных из 𝐵𝑠 взятием связной суммы вдоль попарно не
пересекающихся окрестностей парных точек, а также добавлением узлов 𝑝(𝑝−1(𝑏̂𝑖))

для 𝑖 : ℒ𝑠 ∩ 𝑉𝑖 = ∅ (см. Рис. 7).
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Рис. 7: Пространства 𝑉𝑓 , 𝑉𝑓 ′ для диффеоморфизмов 𝑓, 𝑓 ′, изображенных на рисунке 6,
с отмеченными узлам 𝛽𝑠

1, 𝛽
𝑠
2, 𝛽

′𝑠
1 , 𝛽

′𝑠
2 , а также наборы узлов 𝑆𝜔, 𝑆𝛼 диффеоморфизма 𝑓

и 𝑆 ′
𝜔, 𝑆

′
𝛼 диффеоморфизма 𝑓 ′.

Аналогичным образом строится набор узлов 𝑆𝛼 из экваторов 𝐵𝑢 к узлам ℒ̃𝑢. Обо-
значим через 𝑘𝑠, 𝑘𝑢, 𝑘𝜔, 𝑘𝛼 число узлов в множествах ℒ̃𝑠, ℒ̃𝑢, 𝑆𝜔, 𝑆𝛼, соответственно.
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Следующая лемма позволяет определить род несущей поверхности диффеомор-
физма 𝑓 ∈ 𝑀𝑆1(𝑀

2) по схеме 𝒮.
Лемма 4.1 ([32]*, Лемма 1) Род 𝑔 несущей поверхности диффеоморфизма 𝑓 ∈

𝑀𝑆1(𝑀
2) со схемой 𝒮 вычисляется по формуле

2− 2𝑔 = 𝑘𝛼 + 𝑘𝜔 − 1

2
(𝑘𝑠 + 𝑘𝑢) .

В главе 5 рассматривается класс 𝑀𝑆+(𝑀
2). Сначала устанавливается, что любой

диффеоморфизм рассматриваемого класса имеет конечное число орбит.
Теорема 5 ([33]*, Теорема 1) Если диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝑀𝑆+(𝑀

2), то 𝑏𝑒ℎ(𝑓) =

1.3

Таким образом, для диффеоморфизмов класса 𝑀𝑆+(𝑀
2) справедливы все клас-

сификационные результаты, изложенные в разделе 4 для диффеоморфизмов класса
𝑀𝑆1(𝑀

2). Однако, ориентируемость гетероклинического пересечения позволяет дове-
сти полный инвариант (схему диффеоморфизма) до комбинаторного описания.

Именно, описана процедура однозначного построения графа 𝑇𝑓 с подстановкой 𝑃𝑓

по схеме 𝒮𝑓 диффеоморфизма 𝑓 ∈ 𝑀𝑆+(𝑀
2). Более детально.

Рассмотрим набор 𝑆𝑓 схемы 𝒮𝑓 описанной в главе 4. Положим 𝑉𝑖 = 𝑝𝑓𝑝
−1
𝑓 (𝑉𝑖), 𝑖 ∈

{1, . . . , 𝑛} и обозначим через 𝑉𝑖,𝜅 компоненты связности множества 𝑉𝑖, 𝜅 ∈ {0, . . . ,𝑚𝑖−
1}. Положим

ℒ̃𝑠
𝑖,𝜅 = {𝑙̃ ∈ ℒ̃𝑠

𝑓 |𝑙̃ ∩ 𝑉𝑖,𝜅 ̸= ∅}, ℒ̃𝑢
𝑖,𝜅 = {𝑙̃ ∈ ℒ̃𝑢

𝑓 |𝑙̃ ∩ 𝑉𝑖,𝜅 ̸= ∅}.

Для сепаратрис из набора ℒ̃𝑠
𝑖,𝜅, (ℒ̃𝑢

𝑖,𝜅) определяется их гомотопический тип
⟨1, 𝜈𝑠

𝑖 ⟩ (⟨1, 𝜈𝑢
𝑖 ⟩), который совападает для всех 𝜅 ∈ {0, . . . ,𝑚𝑖 − 1}. Обозначим через

𝑟𝑠𝑖 , 𝑟
𝑢
𝑖 число компонент связности множеств ℒ̃𝑠

𝑖,𝜅, ℒ̃𝑢
𝑖,𝜅, соответственно. Так как кривые

семейства ℒ̃𝑠
𝑖,𝜅(ℒ̃𝑢

𝑖,𝜅) не пересекаются, то будем считать, что нумерация выбрана есте-
ственным образом, согласно ориентации образующей 𝑏̃𝑖,𝜅.

Аналогично, рассмотрим набор 𝑆𝑓 схемы 𝒮𝑓 , определим соответствующие множе-
ства проекций сепаратрис ℒ̂𝑠

𝑖 , ℒ̂𝑠
𝑖 , обозначим через ⟨𝜇𝑠

𝑖 , 𝜈
𝑠
𝑖 ⟩ , ⟨𝜇𝑢

𝑖 , 𝜈
𝑢
𝑖 ⟩ их гомотопические

типы, обозначим через 𝑟𝑠𝑖 , 𝑟
𝑢
𝑖 число элементов в соответствующем множестве.

Построим граф 𝑇𝑓 с вершинами 𝐵𝑓 , ребрами 𝐸𝑓 следующим образом.
1. Вершины 𝐵𝑓 . Все вершины 𝐵𝑓 графа 𝑇𝑓 расположены на плоскости R2 и на-

ходятся в следующем соответствии 𝜁 с диффеоморфизмом 𝑓 .
1.1. Для 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, 𝜅 ∈ {0, 1, . . . ,𝑚𝑖 − 1} разместим вершину 𝛿𝑖,𝜅 в точке с

координатами (5(𝑖− 1), 5𝜅). Положим 𝜁(𝑉𝑖,𝜅) = 𝛿𝑖,𝜅.
1.2. Если 𝑟𝑠𝑖 ̸= 0, то для 𝑗𝑠 ∈ {0, ..., 𝑟𝑠𝑖 − 1}, 𝜅 ∈ {0, 1, . . . ,𝑚𝑖 − 1} разместим вер-

3Независимое доказательство этого факта было дано в работе А.Н. Безденежных [3] с использова-
нием глубоких результатов А.Г. Майера о связи числа попарно не пересекающихся самопредельных
траекторий с родом несущей поверхности [26]. Доказательство теоремы 5, приведенное в настоящей
работе, основано лишь на свойстве линеаризующих окрестностей и факторпространств.

20



шины 𝛿𝑠𝑖,𝜅,𝑗𝑠 на единичной окружности 𝐶𝑠
𝑖,𝜅 с центром 𝛿𝑖,𝜅 так, что точка 𝛿𝑠𝑖,𝜅,𝑗𝑠 имеет

координаты (︂
𝑐𝑜𝑠

(︂
2𝜋𝑗𝑠
𝑟𝑠𝑖

)︂
+ 5(𝑖− 1), 𝑠𝑖𝑛

(︂
2𝜋𝑗𝑠
𝑟𝑠𝑖

)︂
+ 5𝜅

)︂
.

Положим 𝜁(𝑙̃𝑠𝑖,𝜅,𝑗𝑠) = 𝛿𝑠𝑖,𝜅,𝑗𝑠 .
1.3. Если 𝑟𝑢𝑖 ̸= 0, то для 𝑗𝑢 ∈ {0, ..., 𝑟𝑢𝑖 − 1}, 𝜅 ∈ {0, 1, . . .𝑚𝑖 − 1} разместим вер-

шины 𝛿𝑢𝑖,𝜅,𝑗𝑢 на окружности 𝐶𝑢
𝑖,𝜅 радиуса 2 с центром 𝛿𝑖,𝜅 так, что точка 𝛿𝑢𝑖,𝜅,𝑗𝑢 имеет

координаты (︂
2𝑐𝑜𝑠

(︂
2𝜋𝑗𝑢
𝑟𝑢𝑖

)︂
+ 5(𝑖− 1), 2𝑠𝑖𝑛

(︂
2𝜋𝑗𝑢
𝑟𝑢𝑖

)︂
+ 5𝜅

)︂
.

Положим 𝜁(𝑙̃𝑢𝑖,𝜅,𝑗𝑢) = 𝛿𝑢𝑖,𝜅,𝑗𝑢 .
2. Ребра 𝐸𝑓 .
2.1. Каждую вершину 𝛿𝑖,𝜅 соединим ребрами (𝛿𝑖,𝜅, 𝛿

𝑠
𝑖,𝜅,𝑗𝑠) и (𝛿𝑖,𝜅, 𝛿

𝑢
𝑖,𝜅,𝑗𝑢) c вершинами

𝛿𝑠𝑖,𝜅,𝑗𝑠 и 𝛿𝑢𝑖,𝜅,𝑗𝑢 , соответственно.
2.2. Каждую пару вершин 𝛿𝑠𝑖,𝜅,𝑗𝑠 , 𝛿

𝑠
𝑖,𝜅,𝑗𝑠+1 (𝛿

𝑠
𝑖,𝜅,𝑟𝑠𝑖

= 𝛿𝑠𝑖,𝜅,0) соединим ребром (дугой
окружности 𝐶𝑠

𝑖,𝜅) (𝛿𝑠𝑖,𝜅,𝑗𝑠 , 𝛿
𝑠
𝑖,𝜅,𝑗𝑠+1) цвета 𝑠. Положим

𝑐𝑠𝑖,𝜅 = {𝛿𝑠𝑖,𝜅,0, (𝛿𝑠𝑖,𝜅,0, 𝛿𝑠𝑖,𝜅,1), 𝛿𝑠𝑖,𝜅,1, . . . , (𝛿𝑠𝑖,𝜅,𝑟𝑠𝑖−1, 𝛿
𝑠
𝑖,𝜅,0), 𝛿

𝑠
𝑖,𝜅,0}.

Назовем циклы 𝑐𝑠𝑖,𝜅 𝑠-циклами.
2.3. Каждую пару вершин 𝛿𝑢𝑖,𝜅,𝑗𝑢 , 𝛿

𝑢
𝑖,𝜅,𝑗𝑢+1 (𝛿

𝑢
𝑖,𝜅,𝑟𝑢𝑖

= 𝛿𝑢𝑖,𝜅,0) соединим ребром (дугой
окружности 𝐶𝑢

𝑖,𝜅) (𝛿𝑢𝑖,𝜅,𝑗𝑢 , 𝛿
𝑢
𝑖,𝜅,𝑗𝑢+1) цвета 𝑢. Положим

𝑐𝑢𝑖,𝜅 = {𝛿𝑢𝑖,𝜅,0, (𝛿𝑢𝑖,𝜅,0, 𝛿𝑢𝑖,𝜅,1), 𝛿𝑢𝑖,𝜅,1, . . . , (𝛿𝑢𝑖,𝜅,𝑟𝑢𝑖 −1, 𝛿
𝑢
𝑖,𝜅,0), 𝛿

𝑢
𝑖,𝜅,0}.

Назовем циклы 𝑐𝑢𝑖,𝜅 𝑢-циклами
2.4. Вершины 𝛿𝑠𝑖,𝜅,𝑗𝑠 = 𝜁(𝑙̃𝑠𝑖,𝜅,𝑗𝑠), 𝛿

𝑠
𝑖̃,𝜅̃,𝑗̃𝑢

= 𝜁(𝑙̃𝑠
𝑖̃,𝜅̃,𝑗̃𝑠

), соединим ребром (𝛿𝑠𝑖,𝜅,𝑗𝑠 , 𝛿
𝑠
𝑖̃,𝜅̃,𝑗̃𝑠

), если
𝑙̃𝑠𝑖,𝜅,𝑗𝑠 = 𝒫𝑓 (𝑙̃

𝑠
𝑖̃,𝜅̃,𝑗̃𝑠

). Назовем вершины 𝛿𝑠𝑖,𝜅,𝑗𝑠 , 𝛿
𝑠
𝑖̃,𝜅̃,𝑗̃𝑠

и инцидентное им ребро (𝛿𝑠𝑖,𝜅,𝑗𝑠 , 𝛿
𝑠
𝑖̃,𝜅̃,𝑗̃𝑠

)

парными.
2.5. Вершины 𝛿𝑢𝑖,𝜅,𝑗𝑢 = 𝜁(𝑙̃𝑢𝑖,𝜅,𝑗𝑢), 𝛿

𝑢
𝑖̃,𝜅̃,𝑗̃𝑢

= 𝜁(𝑙̃𝑢
𝑖̃,𝜅̃,𝑗̃𝑢

)), соединим ребром (𝛿𝑢𝑖,𝜅,𝑗𝑢 , 𝛿
𝑢
𝑖̃,𝜅̃,𝑗̃𝑢

), если
𝑙̃𝑢𝑖,𝜅,𝑗𝑢 = 𝒫𝑓 (𝑙̃

𝑢
𝑖̃,𝜅̃,𝑗̃𝑢

). Назовем вершины 𝛿𝑢𝑖,𝜅,𝑗𝑢 , 𝛿
𝑢
𝑖̃,𝜅̃,𝑗̃𝑢

и инцидентное им ребро (𝛿𝑢𝑖,𝜅,𝑗𝑢 , 𝛿
𝑢
𝑖̃,𝜅̃,𝑗̃𝑢

)

парными. Заметим, что образом парных вершин, относительно автоморфизма 𝑃 , яв-
ляются парные вершины.

3. Автоморфизм 𝑃𝑓 .
3.1. Действие автоморфизма 𝑃𝑓 индуцируется диффеоморфизмом 𝑓 , с помощью

соответствия 𝜁 по формуле

𝑃𝑓 = 𝜁𝑝𝑓𝑓𝑝
−1
𝑓 𝜁−1 : 𝐵𝑓 → 𝐵𝑓 .

Определение 6. Графы (𝑇𝑓 , 𝑃𝑓 ) (𝑇𝑓 ′ , 𝑃𝑓 ′) диффеоморфизмов 𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝑀𝑆+(𝑀
2) на-

зовем изоморфными, если существует изоморфизм 𝜉, переводящий вершины и ребра
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Рис. 8: Пример графа 𝑇𝑓 .

графа 𝑇𝑓 в вершины и ребра графа 𝑇𝑓 ′ с сохранением цветности и сопрягающий авто-
морфизмы, то есть 𝑃𝑓 ′ = 𝜉𝑃𝑓𝜉

−1.
Основным результатом раздела 5 является следующий факт.
Лемма 5.1 Графы (𝑇𝑓 , 𝑃𝑓 ), (𝑇𝑓 ′ , 𝑃 ′

𝑓 ) диффеоморфизмов 𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝑀𝑆+(𝑀
2) изоморфны

тогда и только тогда, когда эквивалентны их схемы 𝒮𝑓 ,𝒮𝑓 ′.
В ходе доказательства леммы 5.1 используются и доказываются следующие леммы.
Лемма 5.2([28] Лемма 1.) Пусть 𝑐 ⊂ T2 не гомотопная нулю простая замкнутая

кривая на торе такая, что [𝑐] =< 𝜇, 𝜈 >. Если 𝜑 : T2 → T2 — гомеоморфизм такой, что
𝜑*([𝑏]) = [𝑏], то кривая 𝜑(𝑐) имеет гомотопический тип < 𝜇, 𝜈 >, где 𝜈 ≡ 𝜈 (mod 𝜇). Об-
ратно, для любого 𝜈 ≡ 𝜈 (mod 𝜇) существует единственный (с точностью до изотопии)
гомеоморфизм 𝜑 : T2 → T2 такой что 𝜑*([𝑏]) = [𝑏] и кривая 𝜑(𝑐) имеет гомотопический
тип < 𝜇, 𝜈 >.

Лемма 5.3 ([28] Лемма 2.) Cуществует диффеоморфизм 𝜑𝑖 : 𝑉𝑖 → T2 такой, что
𝜑𝑖*([𝑏𝑖]) = [𝑏], 𝜑𝑖(𝐿̂

𝑠
𝑖 ) = Γ̂𝑠

𝑖 , 𝜑𝑖(𝐿̂
𝑢
𝑖 ) = Γ̂𝑢

𝑖 и диффеоморфизм 𝜑𝑖 поднимается до диффео-
морфизма 𝜑𝑖 : 𝑉𝑖 → T2 такого, что 𝜑𝑖,𝜅([𝑏𝑖]) = [𝑏𝑖], 𝜑𝑖,𝜅(𝐿̃

𝑠
𝑖,𝜅) = Γ̃𝑠

𝑖,𝜅, 𝜑𝑖,𝜅(𝐿̃
𝑢
𝑖,𝜅) = Γ̃𝑢

𝑖,𝜅, где
𝜑𝑖,𝜅 = 𝜑𝑖|𝑉𝑖,𝜅

.
Непосредственным следствием леммы 5.1 является следующий классификацион-

ный результат.
Теорема 6 ([28]*, Теорема 1) Диффеоморфизмы 𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝑀𝑆+(𝑀

2) топологически
сопряжены тогда и только тогда, когда их графы (𝑇𝑓 , 𝑃𝑓 ), (𝑇𝑓 ′ , 𝑃𝑓 ′) изоморфны.

Принято считать, что алгоритм является эффективным, если время его работы
ограничено некоторым полиномом от длины задания входной информации. Такое по-
нимание эффективной разрешимости восходит к А. Кобхэму [11]. Стандартом труд-
норешаемости является NP-полнота (или NP-трудность) задачи [14]. На настоящее
время для задачи изоморфизма в классе всех графов не доказана ни полиномиаль-
ная разрешимость, ни NP-полнота. Вместе с тем, графы диффеоморфизмов из класса
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𝑀𝑆+(𝑀
2) не являются графами общего вида, что позволяет разработать полиноми-

альный от количества вершин алгоритм решения задачи изоморфизма для данных
графов. Основные ресурсы для построения данного алгоритма состоят в том, что мак-
симальная степень вершин графов диффеоморфизмов из 𝑀𝑆+(𝑀

2), кроме вершин
𝛿𝑖, не превосходит четырех и что для любого 𝑑 задача изоморфизма обыкновенных
графов максимальной степени не более чем 𝑑 полиномиально разрешима [25].

Теорема 7 ([28]*, Теорема 2) Существует эффективный алгоритм установле-
ния изоморфности графов (𝑇𝑓 , 𝑃𝑓 ), (𝑇𝑓 ′ , 𝑃𝑓 ′).

Доказательство теоремы 7 заключается в последовательном упрощении графа 𝑇𝑓

до факторграфа 𝑇 ′
𝑓 , а затем и до простого графа Γ𝑓 , причем, веса вершин графа 𝑇𝑓

сохраняются в метки графа Γ𝑓 таким образом, что граф 𝑇𝑓 восстанавливается един-
ственным образом из графа Γ𝑓 . Для двух диффеоморфизмов 𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝑀𝑆+(𝑀

2) с гра-
фами (𝑇𝑓 , 𝑃𝑓 ), (𝑇𝑓 ′ , 𝑃𝑓 ′) соответственно, перестроения графов производятся за полино-
миальное время, а так же изоморфность графов Γ𝑓 ,Γ𝑓 ′ проверяется за полиномиальное
время [25].
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Заключение

В настоящей диссертационной работе получена топологическая классификация со-
храняющих ориентацию диффеоморфизмов Морса-Смейла с конечным числом гете-
роклинических орбит заданных на ориентируемых поверхностях, комбинаторный ин-
вариант для сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов Морса-Смейла с ориенти-
руемой гетероклиникой заданных на ориентируемых поверхностях, а так же гомото-
пическая классификация более общего класса сохраняющих ориентацию диффеомор-
физмов Морса-Смейла заданных на ориентируемых поверхностях.

Получена реализация структурно устойчивого представителя (сохраняющего ори-
ентацию диффеоморфизма Морса-Смейла с ориентируемыми гетероклиническими пе-
ресечениями) в каждом гомотопическом классе второго типа Нильсена-Терстона.

Перечислим основные результаты, доказанные в настоящей диссертационной рабо-
те:

• Описана реализация диффеоморфизм Морса-Смейла с ориентируемым гетеро-
клиническим пересечением в каждом гомотопическом классе {ℎ} ∈ 𝑇2 (Теорема
1).

• Описан алгоритм распознавания принадлежности заданного неградиентно-
подобного диффеоморфизма класса 𝑀𝑆(𝑀2) множеству Нильсена-Тёрстона 𝑇1

или 𝑇2 по его гетероклиническому пересечению (Теорема 2).

• Приведена полная топологическая классификация множества 𝑀𝑆1(𝑀
2) диф-

феоморфизмов Морса-Смейла с конечным числом гетероклинических орбит
(𝑏𝑒ℎ(𝑓) = 1), включая реализацию(Теоремы 3,4).

• Доказано, что сохраняющий ориентацию диффеоморфизм Морса-Смейла с ори-
ентируемыми гетероклиническими пересечениями имеет конечное число гетеро-
клинических орбит (Теорема 5).

• Описан граф (𝑇𝑓 , 𝑃𝑓 ) являющийся полным топологическим инвариантом для
диффеоморфизмов класса 𝑀𝑆+(𝑀

2) (Теорема 6).

• Доказано существование эффективного алгоритма установления изоморфности
графов (𝑇𝑓 , 𝑃𝑓 )(Теорема 7).
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