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Актуальность исследования
Внедрение методов машинного обучения (МО) для исследования фазовых пере-
ходов является перспективным направлением. Алгоритмы МО позволяют решать
задачи с большим объемом данных. Нейронные сети (НС) широко применяют-
ся в задачах анализа естественного языка, визуального распознавания объектов,
прогнозирования временных рядов и инженерных приложениях. Для решения про-
блем в различных доменных областях, алгоритмам не требуется априорное пони-
мание природы данных, а только достаточное количество примеров для обучения.
Например, для понимания естественного языка, нейронной сети не нужно знать
принципы морфологии и семантики языка.

Анализ количества научных публикаций с 2015 по 2023 год, по данным Google
Scholar, показывает рост интереса к инструментам МО в физике конденсирован-
ного состояния. Использование машинного обучения для исследования фазовых
переходов позволит объединить классические методы статистической физики и
передовые подходы к моделированию сложных процессов. Междисциплинарный
подход позволит обогатить текущую теоретическую базу новыми методами для
более глубокого понимания сложной динамики фазовых переходов и интерпрета-
ции физических систем.

Помимо теоретического значения, практическая ценность заключается в появ-
лении новых инструментов, програмных комплексов и методов для работы с фа-
зовыми переходами в реальных системах. А распространение методов МО откро-
ет возможности для создания приложений в материаловедении, физике высоких
энергий и других смежных областях.

Степень разработанности темы
В работе [1] предложен подход к анализу фазовых переходов методом обучения
с учителем. Решая задачу классификации фаз для модели Изинга на квадратной
решетке, численно извлечена критическая температура T ⇤

c
= 2.266(2) и критиче-

ский показатель ⌫ = 1.0(2) через коллапс выходных данных НС. Переносом зна-
ния получена оценка T ⇤

c
= 3.65(1) и ⌫ = 1.0(3) для модели Изинга с треугольной

топологией решетки [2]. Решая задачу регрессии для предсказания температуры
спиновых конфигураций [3] осуществляется перенос знания о фазовом переходе с
модели Изинга на q-компонентную модель Поттса с точностью T ⇤

c
до 3 знака после

запятой для q 2 [2; 10].
Для генерации новых примеров на решетке с сохранением распределения стати-

стик термодинамических показателей [4], используют генеративно-состязательные
сети (GAN). Решением задачи понижения размерности обучения без учителя [5],
извлекается критическая температура T ⇤

c
= 2.266(4) в модели Изинга. Методами

МО исследуют [6�9] фазовый переход в задачах перколяции и БКТ-переход в XY-
и q-компонентной часовой модели.

При сравнении точности методов извлечения величин W , вводится понятие от-
носительной погрешности метода ✏, % (формула 1). Например, если численная
оценка критической температуры T̂c = 2.258(5) для точного решения Tc = 2.269,
то ✏ = 100 ·max (|2.269� 2.258|, 0.005)/2.269 = 100 ·max (0.011, 0.005)/2.269 = 0.5%.
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✏ = 100 ·max (|W � Ŵ |,We)/W. (1)

Численное извлечение критической температуры T ⇤
c

с помощью методов МО
неоднократно подтверждается в разных статьях. Относительная погрешность T ⇤

c

(далее погрешность, см. выражение 1) в большинстве работ составляет менее 1%.
Критический показатель корреляционной длины ⌫ извлекается менее постоянно и
с большей погрешностью. Численные оценки ⌫ в оригинальной работе [1] имеют
относительную погрешность 20% для квадратной и 30% для треугольной решеток
модели Изинга. Многие работы используют метод коллапса кривых, для которо-
го численное решение ⌫ лежит в широком диапазоне. В работе [9] применяется
другой метод для извлечения критических показателей, однако независимого под-
тверждения полученным результатам нет.

Возникают вопросы, с какой точностью НС могут извлекать критические свой-
ства решеточных спиновых моделей; какие факторы влияют на точность извлека-
емых величин; возможно ли создать метод, которой будет работать для моделей в
разных классах универсальности.

Цель
Разработать метод для анализа фазовых переходов в решеточных спиновых моде-
лях методами машинного обучения с учителем.

Задачи исследования
• Разработка метода анализа фазовых переходов в решеточных спиновых моде-

лях методами машинного обучения с учителем с использованием нейронных
сетей.

• Реализация программного комплекса для исследования фазовых переходов в
решеточных спиновых моделях с помощью классических методов и нейрон-
ных сетей.

• Применение метода для исследования фазовых переходов в решеточных спи-
новых моделях классов универсальности Изинга и четырехкомпонентного
Поттса.

• Измерение точности разработанного метода и исследование факторов, влия-
ющих на точность.

• Разработка метода переноса знания о фазовом переходе в решеточных спи-
новых моделях.

Научная новизна
1. Предложен метод исследования фазовых переходов в решеточных спиновых

моделях на основе масштабирования функции вариации выхода нейронной
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сети, обученной решать задачу бинарной классификации с учителем. По вы-
ходным данным нейронной сети систематически извлекается оценка крити-
ческой температуры и критический показатель корреляционной длины с вы-
сокой точностью.

2. Предложенным методом извлечены критические показатели корреляционной
длины и критическая температура для моделей Изинга, Бакстера-Ву, Потт-
са (q=4). Для последних двух моделей критические показатели извлечены
впервые методами МО.

3. Впервые исследовано влияние архитектур нейронных сетей, гиперпараметров
обучения и способов предобработки входных данных на точность извлекае-
мых критических показателей решеточных спиновых моделей.

4. Предложен новый метод предобработки входных данных при перекрестном
обучении нейронной сети с целью переноса знания о фазовом переходе между
классами универсальности Изинга и четырехкомпонентной модели Поттса.

Методология и методы
Для исследования решеточных спиновых моделей классическими подходами при-
менялись методы Монте-Карло и конечно-мерный анализ. В разработанном методе
моделирования применяются методы глубокого машинного обучения, алгоритмы
компьютерного зрения, нейронные сети, обучение с учителем и методы оптимиза-
ции. Общими методами исследования являются статистический анализ и числен-
ные методы аппроксимации.

Краткое содержание работы
В первой главе описаны исследуемые двумерные решеточные спиновые модели:
Изинга [10] на квадратной решетке, модель Бакстера-Ву на треугольной решетке
и четырехкомпонентная модель Поттса на квадратной решетке. В моделях наблю-
дается фазовый переход второго рода между ферромагнитной (упорядоченной) и
парамагнитной (неупорядоченной) фазами в критической точке Tc. Существуют
точные аналитические решения: модель Изинга решена Л.Онсагером [11] в 1944
году, Tc ⇡ 2.269, модель Бакстера-Ву решена Р.Бакстером и Ф.Ву [12] в 1973 го-
ду, Tc ⇡ 2.269, четырехкомпонентная модель Поттса решена Р.Поттсом [13] в 1952
году, Tc ⇡ 0.91.

Модели отличаются Гамильтонианами, топологией решеток и симметрией ос-
новного состояния. По этим признакам модели можно отнести к двум классам
универсальности: Изинга, в который входит одноименная модель, и четырехком-
понентного Поттса, в который входят модели Бакстера-Ву и Поттса с q=4. Класс
универсальности определяется набором критических показателей теплоемкости ↵,
намагниченности �, восприимчивости �, корреляционной длины ⌫ и другими. Из
гипотезы масштабной инвариантности [14, 15] следует ряд соотношений между
критическими показателями [16�18]
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2� + � = 2� ↵ = d⌫, (2)

где d размерность пространства. Для класса универсальности Изинга ↵ = 0, � =
1/8, � = 7/4, ⌫ = 1, для четырехкомпонентного Поттса ↵ = 2/3, � = 1/12, � =
7/6, ⌫ = 2/3. Показатель ⌫ отражает зависимость корреляционной длины при из-
менении линейного размера L решетки. Показатель ⌫ и критическую температуру
Tc в дальнейшем будем определять с помощью НС.

Классическим численным методом исследования фазовых переходов в решеточ-
ных спиновых моделях является метод Монте-Карло (МК). Генерация спиновых
конфигураций методом МК происходит в соответствии с рекомендациями [19]. При
генерации снимков конфигураций спинов подбираются параметры МК: i) время
релаксации при “горячем” старте для минимизации систематической ошибки, ii)
корреляционное время ⌧corr при термодинамическом равновесии для минимизации
статистической ошибки. Рассматриваются два класса алгоритмов: односпиновый
алгоритм Метрополиса [20, 21] и кластерные алгоритмы Свендсена-Ванга [22] и
Вольфа [23]. В алгоритме Метрополиса на каждом шаге принимается решение
о выборе нового значения спина, а для кластерных – новой ориентации кластера
спинов. Алгоритмы Свендсена-Ванга и Вольфа отличаются логикой формирования
кластеров и эффективностью. Известно, что в критической области все алгоритмы
страдают от критического замедления, при котором резко растет корреляционное
время ⌧corr ⇠ min(L, ⇠)d+z, где ⇠ корреляционная длина, z динамический критиче-
ский показатель алгоритма. Наиболее эффективным является алгоритм Вольфа,
но его реализация в модели Бакстера-Ву приводит к сдвигу Tc в низкотемпера-
турную область, искажая результаты [24]. Был выбран алгоритм Метрополиса,
наименее эффективный, но сохраняющий единый подход к генерации данных.

Вторая глава посвящена методам машинного обучения. Общая постановка
задачи бинарной классификации в терминах МО – предсказать для каждого объ-
екта xi 2 X дискретное значение yi, называемое меткой класса: F (xi) ! yi, где
yi 2 {0, 1}, F решающая функция. Качество работы обученного классификатора
измеряется метриками качества точности, полноты, f-мери и площади под ROC-
кривой (AUCROC).

Решающей функцией F в диссертации является нейронная сеть. НС состоит
из последовательных блоков, называемых слоями. Множество и порядок слоев в
НС определяет её архитектуру. Каждый слой представляет собой дифференции-
руемую функцию. Слой имеет вход, выход и может состоять из линейных и нели-
нейных операторов. Основные составные элементы НС, используемые в диссерта-
ции, это полносвязные слои, сверточные слои, слои пулинга и функции активации.
Предложены три архитектуры НС: полносвязная (FCNN), сверточная (CNN) и
глубокая сверточная сеть ResNet [25].

Описаны основные составные элементы НС, механизмы настройки параметров
сети, этапы обучения, валидации и тестирования, а также эвристики, влияющие
на качество обучения. За настройку параметров отвечают механизмы обратного
распространения ошибки [26, 27] и методы оптимизации на основе градиентного
спуска [28]. Процесс обучения НС включает этапы разбиения данных, кодирования,
контроль качества обучения и замер метрик. Эвристические подходы, позволяю-
щие повысить метрики качества и ускорить процесс обучения: случайная иници-
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ализация весов НС, пакетная обработка данных, регуляризация входного потока
данных (аугментация).

В третьей главе описан разработанный метод для анализа фазовых переходов
в решеточных спиновых моделях. Решается задача бинарной классификации мето-
дом обучения с учителем. Для исследования критического поведения решеточных
спиновых моделей, методом Монте-Карло алгоритмом Метрополиса генерируются
спиновые конфигурации для разных линейных размеров решеток, по 1500 изоб-
ражений на каждую температурную точку. Выходной слой каждой из архитектур
НС состоит из двух нейронов для ферромагнитной и парамагнитной фаз. Трени-
руется НС под каждый размер L с функцией потерь бинарная кросс-энтропия, по
графикам кривых обучения и валидации оценивается качество процесса обучения
на нескольких эпохах. Для определения критических характеристик используется
отложенная выборка, которую тестируют на весах НС после первой эпохи обуче-
ния.

Для НС под каждый линейный размер L строится функция вариации выхода
V (T ) ферромагнитного нейрона fT

i
, функция определена в каждой температурной

точке T

V (T ) =
1

N

NX

i=1

⇣
fT

i

⌘2
�
 
1

N

NX

i=1

fT

i

!2

, (3)

где i 2 {1, 2, ..N} снимки конфигураций спинов при T . Исследуется зависимость
V (T ) от линейного размера L. Для каждого значения L производится процедура
аппроксимации V (T ) ненормированной Гауссовой кривой V (T ) ⇠ exp (�(T � T⇤)2/2�2),
извлекая параметры � и T⇤. Значения ширины � кривой V (T ) аппроксимируют-
ся степенным законом �(L) ⇠ 1/L1/⌫ для извлечения критического показателя
⌫. Значения положения максимума T⇤ кривой V (T ) аппроксимируются законом
Фердинанда-Фишера [29] T⇤(L)� Tc ⇠ 1/L1/⌫ , при фиксированном значении ⌫ для
извлечения оценки критической температуры T̂c при L ! 1. Для моделей Изинга,
Бакстера-Ву, четырехкомпонентного Поттса произведена численная оценка T̂c и ⌫.

Остальная часть главы посвящена трем группам экспериментов. В первой, оце-
нивается влияние размера обучающего набора данных на точность извлекаемых
показателей, путем уменьшения обучающей выборки в два и в четыре раза. Во
второй, исследуется влияние количества эпох обучения НС. При длительном обу-
чении, НС лучше решает задачу классификации, что отражается на точности из-
влекаемых характеристик T̂c и ⌫. В третьей, производится численная оценка кри-
тической температуры T̂c и критического показателя ⌫ через обучение с переносом
знания с одной модели на другую.

В четвертой главе исследуется влияние способов кодирования входных дан-
ных на точность извлекаемых критических характеристик. В отличии от преды-
дущей главы, где НС обучается в пространстве спиновых конфигураций, приме-
няются два других способа кодирования: в пространство корреляторов спинов и в
пространство энергий связей.

Для кодирования в пространство корреляторов, формируется матрица размера
L⇥L, в ячейках которой находятся корреляторы спинов. При формирования мат-
рицы используется априорное знание о топологии решетки. Каждый спин в узле
взаимодействует с другими спинами на расстоянии L/2 по формуле
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gx,y(L/2) =
1

D

DX

d=1

sx,ys⇤, (4)

где gx,y(L/2) значение коррелятора в узле (x, y), sx,y значение спина в том же узле,
s⇤ значение спина стоящего на расстоянии L/2 от спина sx,y вдоль направления d,
D – количество направлений, вдоль которых происходит взаимодействие.

Для кодирования в пространство энергий связей, формируются две матрицы
размера L⇥ L для хранения вертикальных {�V } и горизонтальных {�H} энергий
связей. При формировании матриц используется априорное знание о взаимодей-
ствии между спинами:

{�H} = {�i,j�i,j+1, �i,j+1�i,j+2, ..., �i+L�1,j+L�1�i+L�1,j},
{�V } = {�i,j�i+1,j, �i+1,j�i+2,j, ..., �i+L�1,j+L�1�i,j+L�1}. (5)

Производится полный цикл обучения НС по методу, описанному в главе 3 для
извлечения оценок критической температуры Tc и критического показателя корре-
ляционной длины ⌫ с переносом обучения и без него. Обучение с переносом знания
происходит по всем возможным комбинациям пар для моделей Изинга, Бакстера-
Ву и четырехкомпонентного Поттса с кодированием в пространство энергий свя-
зей.

Положения выносимые на защиту
• Разработан метод анализа фазовых переходов в решеточных спиновых моде-

лях на основе масштабирования функции вариации выхода нейронной сети
решением задачи бинарной классификации с учителем. В методе описан про-
цесс обучения НС, параметры, влияющие на точность извлечения критиче-
ских характеристик, предложены рекомендованные значения гиперпарамет-
ров.

• Установлено, что функция вариации выхода НС, обученной по разработан-
ному в диссертации методу, несет информацию о критическом показателе
корреляционной длины ⌫ и критической температуре T̂c тестируемой реше-
точной спиновой модели. Относительная погрешность при извлечении равна
0.1-0.2% для T̂c, 1-3% для ⌫.

• Произведена численная оценка критического показателя корреляционной дли-
ны ⌫ и критической температуры T̂c для решеточных спиновых моделей
Изинга 1/⌫ = 1.02(1), T̂c = 2.270(5); Бакстера-Ву 1/⌫ = 1.49(2), T̂c = 2.2691(1);
четырехкомпонентного Поттса 1/⌫ = 1.49(4), T̂c = 0.9101(1).

• Метод численной оценки критических свойств решеточных спиновых моде-
лей проверен с применением нескольких архитектур НС. Метод работает для
полносвязной НС с одним скрытым слоем, неглубокой сверхточной НС и глу-
бокой архитектуры ResNet с каскадом сверток. Точность работы каждой ар-
хитектуры зависит от свойств спиновой модели и гиперпараметров обучения.
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• Метод численной оценки критических свойств чувствителен к гиперпарамет-
рам обучения. Увеличение количества итераций обучения НС позволяет луч-
ше решать задачу классификации, но ухудшает точность определения кри-
тического показателя ⌫. Увеличение размера обучающего набора данных не
влияет на точность извлекаемых критических характеристик при достиже-
нии определенного уровня метрик качества классификации. Способ кодиро-
вания входных данных влияет на точность извлекаемых критических харак-
теристик ⌫ и T̂c.

• Разработан метод кодирования входных конфигураций спинов с помощью
энергий связей. Произведена численная оценка критического показателя кор-
реляционной длины ⌫ и критической температуры T̂c для решеточных спино-
вых моделей Изинга, Бакстера-Ву и Поттса с q=4 через обучение с переносом
знания внутри и вне собственного класса универсальности. Результаты сов-
падают с точным решением, однако метод несистемный и чувствителен к
параметрам решеточных спиновых моделей, архитектурам НС и гиперпара-
метрам обучения.

Личный вклад автора в разработку проблемы
Гипотезы, идеи и метод были разработаны совместно с научным руководителем.
Этапы генерации данных методом Монте-Карло, обучение и тестирование НС, ана-
лиз результатов нейросетевого моделирования, валидация и сравнение с класси-
ческими методами были произведены лично соискателем. В публикациях вклад
соискателя определяющий. Секционные доклады на конференциях были сделаны
лично соискателем.

Общие выводы исследования
• Разработан метод для исследования фазовых переходов в решеточных спино-

вых моделях с использованием масштабирования функции вариации выхода
НС V (T ). Обучение НС производилось решением задачи бинарной классифи-
кации обучения с учителем. Описан общий процесс обучения НС и параметры
влияющие на точность извлекаемых критических характеристик. Применив
метод к моделям Изинга, Бакстера-Ву, Поттса с q=4, были получены количе-
ственные оценки для критического показателя 1/⌫ и критической температу-
ры T̂c. Относительная погрешность работы метода для извлечения критиче-
ской температуры T̂c в пределах 0.2%, критического показателя ⌫ в пределах
3%, что превосходит остальные подходы МО в решеточных спиновых моде-
лях. Значения показателей ⌫ и T̂c в пределах статистической погрешности
совпадают с точным аналитическим решением для этих моделей в классах
универсальности Изинга и четырехкомпонентного Поттса.

• Анализ архитектур НС, от неглубоких к глубоким показал, что метод рабо-
тает систематически. Однако, среди архитектур нельзя выбрать наилучшую,
потому что их отличия в точности работы зависят от свойств исследуемых
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решеточных спиновых моделей, методов кодирования входных данных и спо-
соба исследования (с переносом обучения или без). При обучении на конфи-
гурациях спинов более точные решения для T̂c, ⌫ дают менее глубокие архи-
тектуры FCNN и CNN, что согласуется с наблюдениями других исследовате-
лей [30]. При кодировании спиновых конфигураций в пространство энергий
связей, архитектура FCNN сталкивается с недообучением, а точность работы
CNN и ResNet не отличается друг от друга.

• Исследование влияния количества эпох при обучении показало, что при
росте количества эпох, НС лучше решает задачу классификации, но хуже
извлекает критический показатель ⌫, а на поздних эпохах превращается в
идеальный классификатор без возможности извлекать ⌫. Размер набора дан-
ных при обучении НС может влиять на точность извлекаемых показателей до
достижения определенного уровня метрик качества классификации. FCNN в
модели Изинга при обучении на четверти выборки, сталкивается с недообу-
чением по метрике AUCROC, что приводит ухудшению извлекаемого пока-
зателя ⌫.

• Произведена численная оценка критического показателя корреляционной дли-
ны ⌫ и критической температуры T̂c для решеточных спиновых моделей
Изинга, Бакстера-Ву и Поттса с q=4 через обучение с переносом знания
внутри и вне собственного класса универсальности. Перекрестное обучение
работает менее систематически, чем тестирование на собственной модели.
Критическая температура T̂c извлекается систематически, для всех сочета-
ний обучения и тестирования РСМ, за исключением переноса знания с квад-
ратной решетки на треугольную в пространстве спиновых конфигураций.
Относительная погрешность составляет 0.1-1.5% в пространстве спиновых
конфигураций, и 0.1-5% в пространстве энергий связей. Наибольшая относи-
тельная погрешность извлечения T̂c при переносе знания с модели Поттса:
0.3-4% внутри класса универсальности, 7-16% между классами универсаль-
ности. Критический показатель корреляционной длины ⌫ извлекается менее
постоянно. В пространстве спиновых конфигураций перенос знания возможен
только с класса универсальности Поттса на класс универсальности Изинга,
и не возможен с квадратной решетки на треугольную. При использовании
кодирования с помощью энергий связей, возможно перенести знание о фазо-
вом переходе с модели Изинга на модель Бакстера-Ву с точностью как при
собственном тестировании модели. При переходе от спиновых конфигураций
в пространство энергий связей, НС не нужно “понимать” пространственное
расположение спинов на решетке, проблема с которой сталкивались сети при
переносе знания с квадратной решетки на треугольную. Кодирование спино-
вых конфигураций в пространство корреляторов и энергий связей происхо-
дит с внесением в НС дополнительной информации о топологии решетки и
Гамильтониане взаимодействий в модели.
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