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Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ êîìáèíàòîðíîé ïðè-
ðîäû è ñâîéñòâ èíâàðèàíòîâ ýòèõ îáúåêòîâ. Èíòåðåñóþùèå íàñ îáúåêòû îáÿçàíû ñâîèì
ïðîèñõîæäåíèåì çàäà÷àì òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâ îòîáðàæåíèé îäíîìåðíûõ îáúåêòîâ íàä
ïîëåì âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë � îêðóæíîñòè è êîìïëåêñíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
êðèâûõ. Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò îá èíâàðèàíòàõ óçëîâ â òðåõìåðíîé ñôåðå, â
êîìïëåêñíîì � î ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèÿõ íà êðèâûõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîìáèíàòîðíûå
îáúåêòû åñòåñòâåííî îáúåäèíÿþòñÿ â àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû � àëãåáðû Õîïôà, è ñ íè-
ìè ñâÿçàíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. ×àñòî îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ýòè ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè èíòåãðèðóåìûõ èåðàðõèé óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ýòî ñâîéñòâî íå òîëüêî ïðîÿñíÿåò ïðèðîäó
ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, íî è äàåò ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ
ýòèõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.

Âåñîâàÿ ñèñòåìà sl2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ, óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ 4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ. Ïî âñÿêîé õîðäîâîé äèàãðàììå ñòðîèòñÿ ãðàô ïåðå-
ñå÷åíèé, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò õîðäàì äèàãðàììû è äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû
ðåáðîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå õîðäû ïåðåñåêàþòñÿ. 4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ õîðäî-
âûõ äèàãðàìì îòâå÷àåò 4-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé. Çíà÷åíèå âåñîâîé
ñèñòåìû sl2 íà õîðäîâîé äèàãðàììå îïðåäåëåíî å¼ ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé [4]. Ýòî ïðèâîäèò ê
åñòåñòâåííîìó âîïðîñó (Ñ.Ê. Ëàíäî): ñóùåñòâóåò ëè ïðîäîëæåíèå âåñîâîé ñèñòåìû sl2 íà
ãðàôû, óäîâëåòâîðÿþùåå 4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ ãðàôîâ? Ìû ðàçðàáàòûâàåì àëãî-
ðèòìû, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê óòâåðäèòåëüíîìó îòâåòó íà ýòîò âîïðîñ äëÿ ñëó÷àÿ ãðàôîâ ñ
n ≤ 8 âåðøèíàìè.

sl2-âåñîâàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèçàöèåé áîëåå îáùåé óíèâåñàëüíîé gl-ñèñòåìû. Åñòü
îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ óíèâåðñàëüíîé gl-ñèñòåìû ïî ïåðåñòà-
íîâêàì ÿâëÿåòñÿ τ -ôóíêöèåé èåðàðõèè Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè, ÷òî äîëæíî ïðèâåñòè ê
äàëüíåéøåìó ïðîÿñíåíèþ ïðèðîäû sl2-âåñîâîé ñèñòåìû.

Íåäàâíî Ñ. Â. ×ìóòîâ, Ì. Ý. Êàçàðÿí è Ñ. Ê. Ëàíäî [6] ââåëè êëàññ èíâàðèàíòîâ ãðàôîâ,
íàçâàííûõ èìè òåíåâûìè èíâàðèàíòàìè. Ýòè èíâàðèàíòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðàäóèðî-
âàííûå ãîìîìîðôèçìû èç àëãåáðû Õîïôà ãðàôîâ â àëãåáðó Õîïôà ìíîãî÷ëåíîâ îò áåñêî-
íå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Îíè äîêàçàëè, ÷òî ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ ïî÷òè âñÿêîãî òàêîãî
èíâàðèàíòà ïî âñåì ãðàôàì ïîñëå ïîäõîäÿùåãî ïåðåøêàëèðîâàíèÿ ïåðåìåííûõ ïðåâðàùà-
åòñÿ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îäíî÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé Øóðà è ñòàíîâèòñÿ, òåì ñàìûì, τ -
ôóíêöèåé èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè Êàäîìöåâà�Ïåòâèàøâèëè. Ìû äîêàçûâàåì àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå äëÿ àëãåáðû Õîïôà îñíàùåííûõ ãðàôîâ. Â òî æå âðåìÿ ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå íå ñïðàâåäëèâî äëÿ ðÿäà äðóãèõ àëãåáð Õîïôà ñõîæåé ïðèðîäû,
â òîì ÷èñëå äëÿ àëãåáð Õîïôà âçâåøåííûõ ãðàôîâ, õîðäîâûõ äèàãðàìì, áèíàðíûõ äåëüòà-
ìàòðîèäîâ. Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àëãåáðû Õîïôà ãðàôîâ è îñíàùåííûõ ãðàôîâ
èãðàþò âûäåëåííóþ ðîëü ñðåäè ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð Õîïôà êîìáèíàòîðíîé ïðèðîäû.

Âîñõîäÿùàÿ ê À.Ãóðâèöó òåîðèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Ãóðâèöà, ïåðå÷èñëÿþùèõ ðàçâåòâ-
ëåííûå íàêðûòèÿ êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ñ ïðåäïèñàííûìè äàííûìè âåòâëåíèÿ,
â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïðåâðàòèëàñü â îäíó èç öåíòðàëüíûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè. Îäíî
èç åñòåñòâåííûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ òåîðèè Ãóðâèöà � åå ðàñïðîñòðàíåíèå íà ñëó÷àé âå-
ùåñòâåííûõ ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé. Ïðîñòûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà
Ãóðâèöà ïåðå÷èñëÿþò âåùåñòâåííûå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ êðèâûõ, âñå êîíå÷íûå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðîñòûå. Ì. Ý. Êàçàðÿí, Ñ. Ê.
Ëàíäî è Ñ. Ì. Íàòàíçîí [13] ïîñòðîèëè àëãåáðû òèïîâ ïåðåõîäîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòè ÷èñëà
ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè, è âûâåëè óðàâíåíèÿ òðàíñïîçèöèè íà ïðîèçâîäÿùèå
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ôóíêöèè äëÿ íèõ. Ìû èçó÷àåì ñòðóêòóðó àëãåáð òèïîâ ïåðåõîäîâ è ðàçðàáàòûâàåì ïîäõîäû
ê ýôôåêòèâíîìó âû÷èñëåíèþ ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Ãóðâèöà.

1 Àëãåáðû Õîïôà êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ

Ñòðóêòóðà ìíîãèõ èíâàðèàíòîâ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ òåñíî ñâÿçàíà ñî ñòðóêòóðàìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáð Õîïôà. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû äà¼ì îïèñàíèÿ àëãåáð Õîïôà
îáúåêòîâ êîìáèíàòîðíîé ïðèðîäû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ â íàñòîÿùåé
äèññåðòàöèè.

1.1 Îïðåäåëåíèå àëãåáðû Õîïôà

Äàäèì îïðåäåëåíèå àëãåáðû Õîïôà, ñëåäóÿ [3]. Âñå ðàññìàòðèâàåìûå íèæå âåêòîðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà îïðåäåëåíû íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè 0. Äëÿ ïðîñòîòû çäåñü è íèæå ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïîëå C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïóñòü A � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Óìíîæåíèå ν íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå A ýòî
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ν : A⊗A→ A. Óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî, åñëè äèàãðàììà

A⊗A⊗A

id⊗ν
��

ν⊗id // A⊗A

ν

��
A⊗A ν // A

êîììóòàòèâíà. Çäåñü è íèæå id îáîçíà÷àåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà â ñåáÿ. Åäèíèöåé äëÿ ν ñëóæèò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ι : F → A, òàêîå, ÷òî
äèàãðàììà

F⊗A ι⊗id // A⊗A

ν

��
A

OO

A

êîììóòàòèâíà.
Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A âìåñòå ñ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì δ : A → A ⊗ A (êîóìíî-

æåíèåì) è ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ε : A → F (êîåäèíèöåé) íàçûâàåòñÿ êîàëãåáðîé, åñëè
êîììóòàòèâíû ñëåäóþùèå äèàãðàììû:

A⊗A⊗A A⊗Aδ⊗idoo

A⊗A

id⊗δ

OO

A

δ

OO

δoo

F⊗A

��

A⊗Aε⊗idoo

A A

δ

OO

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå íàìè àëãåáðû è êîàëãåáðû îáëàäàþò ñâîéñòâàìè êîììóòàòèâíîñòè
è êîêîììóòàòèâíîñòè, ò.å. êîììóòàòèâíû äèàãðàììû

A⊗A ν // A

A⊗A

τ

OO

ν // A

A⊗A

τ

��

A
δoo

A⊗A A
δoo
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ãäå τ : A⊗A→ A⊗A ýòî ïåðåñòàíîâêà ìíîæèòåëåé òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, τ(a⊗b) = b⊗a.
Áèàëãåáðà ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A âìåñòå ñî ñòðóêòóðîé àëãåáðû (ν, ι) è ñòðóêòó-

ðîé êîàëãåáðû (δ, ε), òàêèìè, ÷òî

1. ε(1) = 1

2. δ(1) = 1⊗ 1

3. ε(ab) = ε(a)ε(b)

4. δ(ab) = δ(a)δ(b)

Áèàëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé, åñëè A ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ:

A =
⊕
k≥0

Ak,

ïðè÷¼ì óìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå â A ñîãëàñîâàíû ñ ãðàäóèðîâêîé, ò.å. ν(Ak ⊗Al) ⊂ Ak+l

äëÿ âñåõ k, l = 0, 1, 2, . . . , è δ(An) ⊂ A0⊗An+A1⊗An−1+· · ·+An⊗A0 äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2, . . . .
Ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì êî-

íå÷íîãî òèïà, åñëè âñå An êîíå÷íîìåðíû.
Ãðàäóèðîâàííàÿ áèàëãåáðà A ñâÿçíà, åñëè ι : F→ A ñóòü èçîìîðôèçì F íà A0 ⊂ A.
Ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà Õîïôà � ýòî ñâÿçíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ áèàëãåáðà êîíå÷íîãî òèïà

âìåñòå ñ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì S : A→ A, òàêèì, ÷òî

ν ◦ (S ⊗ 1) ◦ δ = ν ◦ (1⊗ S) ◦ δ = ι ◦ ε.

Îòîáðàæåíèå S íàçûâàåòñÿ àíòèïîäîì.

1.2 Àëãåáðà Õîïôà ìíîãî÷ëåíîâ

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì àëãåáðû Õîïôà èíòåðåñóþùåãî íàñ âèäà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà Õîïôà
ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïóñòü R � àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ îò (âîçìîæíî áåñêîíå÷íîãî) íàáîðà ïåðåìåííûõ, R =
C[q1, q2, ...]. Àëãåáðà R ãðàäóèðîâàíà, R = R0 ⊕ R1 ⊕ ..., ãäå Rn � ïîäïðîñòðàíñòâî â

R, ïîðîæä¼ííàÿ ìîíîìàìè ñòåïåíè n. Ñòåïåíü n ìîíîìà
b∏

a=1
qdaa îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà

ñòåïåíåé âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ, n =
b∑

a=1
da deg(qa). Íàòóðàëüíûå ñòåïåíè ïåðåìåííûõ

deg(qa) çàäàíû èçíà÷àëüíî, ïðè÷åì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò
n, êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

Êîóìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ δ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð è îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì:

δ(qi) = qi ⊗ 1 + 1⊗ qi.

Êîåäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå ε : R → C, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ìíîãî÷ëåíó r ∈ R
åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí r(0, 0, ...). Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà R ÿâëÿåòñÿ áèàëãåáðîé. Ýòà áèàë-
ãåáðà êîììóòàòèâíà è êîêîììóòàòèâíà, îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è êîóìíîæåíèÿ ñîãëàñîâàíû
ñ ãðàäóèðîâêîé, ÷òî ïðåâðàùàåò å¼ â àëãåáðó Õîïôà ìíîãî÷ëåíîâ. Àíòèïîä äåéñòâóåò íà
ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: S(qi) = −qi.
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1.3 Àëãåáðà Õîïôà ãðàôîâ

Àëãåáðà Õîïôà ãðàôîâ ââåäåíà â [10]. Ïóñòü G � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F, ïîðîæä¼í-
íîå ïðîñòûìè ãðàôàìè (ãðàôàìè áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð). Çäåñü è äàëåå ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ãðàôû ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Ïðîñòðàíñòâî G ãðàäóèðîâàíî:

G = G0 ⊕ G1 ⊕ G2 ⊕ ... = 〈∅〉 ⊕ 〈 r 〉 ⊕ 〈 r r , r r 〉 ⊕ ...,
ãäå Gn � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå âñåìè ãðàôàìè íà n âåðøè-
íàõ.

Óìíîæåíèå ν : G ⊗G −→ G îïðåäåëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì ãðàôîâ è ïðîäîë-
æàåòñÿ íà èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïî ëèíåéíîñòè. Êîóìíîæåíèå ãðàôîâ δ : G −→ G ⊗ G
äëÿ ãðàôà G îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δ(G) =
∑

J1tJ2=V (G)

G|J1
⊗G|J2

;

çäåñü ñóììèðîâàíèå èä¼ò ïî âñåì äèçúþíêòíûì óïîðÿäî÷åííûì ðàçáèåíèÿì ìíîæåñòâà
âåðøèí V (G) ãðàôà G íà äâà ïîäìíîæåñòâà, à ÷åðåç G|J îáîçíà÷åí ïîäãðàô â G, èíäóöè-
ðîâàííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí J ⊂ V (G). Íà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ãðàôîâ êîóìíîæåíèå
ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå ãðàôîâ ñîãëàñîâàíû ñ ãðàäóèðîâêîé:

ν : Gk ⊗ Gl −→ Gk+l,

δ : Gn −→ G0 ⊗ Gn ⊕ G1 ⊗ Gn−1 ⊕ · · · ⊕ Gn ⊗ G0.

Îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è êîóìíîæåíèÿ ïðåâðàùàþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî G â ãðàäóè-
ðîâàííóþ áèàëãåáðó. Ýòà áèàëãåáðà êîììóòàòèâíà, êîêîììóòàòèâíà, åäèíèöåé ñëóæèò ïó-
ñòîé ãðàô, êîåäèíèöåé � îòîáðàæåíèå ε : G → F, ïåðåâîäÿùåå ïóñòîé ãðàô â åäèíèöó ïîëÿ,
à âñÿêèé íåïóñòîé ãðàô � â íóëü. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìèëíîðà�Ìóðà [17], âñÿêàÿ ñâÿçíàÿ
ãðàäóèðîâàííàÿ êîêîììóòàòèâíàÿ áèàëãåáðà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Õîïôà, ïîýòîìó ìû ìîæåì
ãîâîðèòü î áèàëãåáðå ãðàôîâ êàê îá àëãåáðå Õîïôà.

1.4 Àëãåáðà Õîïôà õîðäîâûõ äèàãðàìì

Õîðäîâàÿ äèàãðàììà D ïîðÿäêà n � îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü ñ ôèêñèðîâàííûì íà-
áîðîì èç n õîðä, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà, ñîõðàíÿþùåãî îðè-
åíòàöèþ. Íà âñåõ ðèñóíêàõ íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îêðóæíîñòü õîðäîâîé äèàãðàììû
îðèåíòèðîâàíà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ãðàô ïåðåñå÷åíèé Γ(D) õîðäîâîé äèàãðàììû D �
ãðàô, ÷üè âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò õîðäàì äèàãðàììû D, è äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåá-
ðîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå õîðäû ïåðåñåêàþòñÿ. Íèæå ïðåäñòàâëåí ïðèìåð ñîïîñòàâëåíèÿ
õîðäîâîé äèàãðàììå å¼ ãðàôà ïåðåñå÷åíèé.

7−→

Îäíàêî, íå âñÿêèé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé êàêîé-ëèáî õîðäîâîé äèàãðàììû.
Âñå ãðàôû ñ ÷èñëîì âåðøèí íå ïðåâûøàþùèì 5 ÿâëÿþòñÿ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé. Íèæå
èçîáðàæåíû äâà ãðàôà ñ 6 âåðøèíàìè, íå ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôàìè ïåðåñå÷åíèé. Äîëÿ òàêèõ
ãðàôîâ áûñòðî ðàñò¼ò ñ ðîñòîì ÷èñëà âåðøèí.
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Äóãîâàÿ äèàãðàììà � íàáîð òî÷åê íà îðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé, ïîïàðíî ñîåäèí¼ííûõ äó-
ãàìè, ðàñïîëîæåííûìè â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Êàæäîé äóãîâîé äèàãðàììå ñîîòâåòñòâó-
åò õîðäîâàÿ äèàãðàììà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì çàìûêàíèÿ ïðÿìîé â îêðóæíîñòü.
Íàîáîðîò, êàæäàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà ïîðÿäêà n äîïóñêàåò äî 2n ïðåäñòàâëåíèé â âèäå
äóãîâîé äèàãðàììû. Êàæäîå èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçðåçàíèÿ
îêðóæíîñòè â òî÷êå, îòëè÷íîé îò êîíöîâ äóã. Òàê, ñëåäóþùàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà èìååò
4 ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå äóãîâîé äèàãðàììû.

←→

Íàïðîòèâ, çàìûêàíèå ïðÿìîé â îêðóæíîñòü îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåò âñÿêîé äóãîâîé äèà-
ãðàììå õîðäîâóþ äèàãðàììó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C = C0 ⊕ C1 ⊕ C2 ⊕ ... ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî õîðäî-
âûõ äèàãðàìì; êàæäîå ïðîñòðàíñòâî Cn ïîðîæäåíî õîðäîâûìè äèàãðàììàìè ñ n õîðäàìè.
Õîðäîâûå äèàãðàììû åñòåñòâåííî âîçíèêàþò â òåîðèè Â.À.Âàñèëüåâà èíâàðèàíòîâ óçëîâ
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà [22]. Â ýòîé òåîðèè âñÿêîìó èíâàðèàíòó óçëîâ ïîðÿäêà íå âûøå n ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ ñ n õîðäàìè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó
4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ:

− + − = 0

Çäåñü è äàëåå ïóíêòèðíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû ÷àñòè îêðóæíîñòè õîðäîâîé äèàãðàììû,
íà êîòîðûõ ìîãóò ëåæàòü êîíöû ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà õîðä, îäèíàêîâîãî äëÿ êàæäîé
äèàãðàììû. Òàêæå íà ðèñóíêàõ ìû íå óêàçûâàåì äåéñòâóþùóþ íà äèàãðàììàõ ôóíêöèþ.

Ïðîèçâåäåíèå õîðäîâûõ äèàãðàìì � ýòî õîðäîâàÿ äèàãðàììà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äóãî-
âîé äèàãðàììå, ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíûì ñîåäèíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãîâûõ äèà-
ãðàìì. Ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè ðàçðûâà ïî
ìîäóëþ ÷åòûð¼õ÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé.

Êîóìíîæåíèå δ õîðäîâûõ äèàãðàìì îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì

δ(D) :=
∑

X⊂V (D)

D|X ⊗D|V (D)\X ,

ãäå ÷åðåç D|X îáîçíà÷åíà õîðäîâàÿ äèàãðàììà, îáðàçîâàííàÿ ïîäìíîæåñòâîì X ⊂ V (D)
ìíîæåñòâà V (D) õîðä äèàãðàììû D.

Óìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå ïðîäîëæàþòñÿ íà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè õîðäîâûõ äèàãðàìì
ïî ëèíåéíîñòè è ñîãëàñóþòñÿ ñ ãðàäóèðîâêîé. Ýòè îïåðàöèè ïðåâðàùàþò ïðîñòðàíñòâî C,
ôàêòîðèçîâàííîå ïî ìîäóëþ 4-÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ, â ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó Õîïôà
A = A0 ⊕A1 ⊕A2 ⊕ ..., Ai = Ci/<4-÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ>.

Ñëåäóÿ [14], îïðåäåëèì ÷åòûð¼õ÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ãðàôîâ:
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A B

−

A B

−

A B

+

A B

= 0

Ñîîòíîøåíèå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ðåáðî ãðàôà, íàçî-
â¼ì åãî AB. Ïåðâûì ñëåâà ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûé ãðàô. Äàëåå èä¼ò ýòîò æå ãðàô
ñ óäàë¼ííûì ðåáðîì AB. Òðåòèé è ÷åòâ¼ðòûé ãðàôû ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî ð¼áåð (îòëè÷íûõ îò AB), èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó B. Îáîçíà÷èì èõ
BC1, BC2, ..., BCn. Äàëåå, åñëè â èñõîäíîì ãðàôå âåðøèíû A è Ci ñîåäèíåíû ðåáðîì, óäà-
ëèì ýòî ðåáðî, åñëè íå ñîåäèíåíû � äîáàâèì. Òàêèì îáðàçîì, çàäà¼òñÿ òðåòèé ýëåìåíò
ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. ×åòâ¼ðòûé ýëåìåíò îòëè÷àåòñÿ îò òðåòüåãî óäàëåíèåì ðåáðà AB.
Ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ãðàôîâ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íàçîâ¼ì 4-÷ëåííûì ýëåìåíòîì.

Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ãðàôîâ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó, ïîðîæä¼ííîìó 4-÷ëåí-
íûìè ýëåìåíòàìè, îáîçíà÷èì ÷åðåç F = F0⊕F1⊕ ..., ãäå Fn = Gn/<4-÷ëåííûå ýëåìåíòû>.
Íà í¼ì èìååòñÿ èíäóöèðîâàííàÿ ñ G ñòðóêòóðà àëãåáðû Õîïôà. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, îòîá-
ðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå õîðäîâîé äèàãðàììå å¼ ãðàô ïåðåñå÷åíèé, ïðîäîëæàåòñÿ äî ãðà-
äóèðîâàííîãî ãîìîìîðôèçìà àëãåáð Õîïôà A → F .

1.5 Àëãåáðà Õîïôà îñíàùåííûõ ãðàôîâ

Àëãåáðà Õîïôà îñíàùåííûõ ãðàôîâ ââåäåíà â [16] êàê èíñòðóìåíò ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ïëîñêèõ êðèâûõ. Îñíàùåííûé ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòîé ãðàô G
âìåñòå ñ îñíàùåíèåì � îòîáðàæåíèåì V (G)→ {0, 1} èç ìíîæåñòâà âåðøèí V (G) ãðàôà G
â äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {0, 1}.

Ïóñòü Gf � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F, ïîðîæä¼ííîå êëàññàìè èçîìîðôèçìà îñíà-
ùåííûõ ãðàôîâ. Ýòî ïðîñòðàíñòâî òàêæå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Õîïôà; îïåðàöèè â íåé îïðå-
äåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî îïåðàöèÿì àëãåáðû Õîïôà ãðàôîâ G.

Ãðàäóèðîâêà èìååò âèä

Gf = Gf0 ⊕ G
f
1 ⊕ G

f
2 ⊕ ... = 〈∅〉 ⊕ 〈 g0 , g1 〉 ⊕ 〈 g0 g0 , g1 g0 , g1 g1 , g0 g0 , g1 g0 , g1 g1 〉 ⊕ ...,

ãäå Gfn � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå âñåìè îñíàùåííûìè ãðàôà-
ìè íà n âåðøèíàõ.

Óìíîæåíèå îñíàùåííûõ ãðàôîâ ν : Gf ⊗ Gf −→ Gf îïðåäåëÿåòñÿ èõ äèçúþíêòíûì
îáúåäèíåíèåì. Äëÿ ãðàôîâ G1, G2:

ν(G1, G2) = G1 tG2.

Êîóìíîæåíèå îñíàùåííûõ ãðàôîâ δ : Gf −→ Gf ⊗Gf îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ îñíàùåííîãî ãðàôà G ïîëàãàåì

δ(G) =
∑

J1tJ2=V (G)

G|J1 ⊗G|J2 ,

ãäå ñóììèðîâàíèå èä¼ò ïî âñåì äèçúþíêòíûì óïîðÿäî÷åííûì ðàçáèåíèÿì ìíîæåñòâà âåð-
øèí V (G) îñíàùåííîãî ãðàôà G íà äâà ïîäìíîæåñòâà, à ÷åðåç G|J îáîçíà÷åí îñíàùåííûé
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ïîäãðàô â G, èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí J . Ïðè èíäóöèðîâàíèè ïîäãðàôà îñíà-
ùåíèÿ âåðøèí ñîõðàíÿþòñÿ. Íà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè îñíàùåííûõ ãðàôîâ êîóìíîæåíèå
ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè.

Êàê è â ñëó÷àå ïðîñòûõ ãðàôîâ, óìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå îñíàùåííûõ ãðàôîâ ñîãëà-
ñîâàíû ñ ãðàäóèðîâêîé:

ν : Gfl1 ⊗ G
f
l2
−→ Gfl1+l2

,

δ : Gfn −→ (Gf0 ⊗ Gfn)⊕ (Gf1 ⊗ G
f
n−1)⊕ · · · ⊕ (Gfn ⊗ G

f
0 ).

Åäèíèöà, êîåäèíèöà è àíòèïîä ââîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì ñòðóê-
òóðû àëãåáðû Õîïôà ïðîñòûõ ãðàôîâ.

Îñíàùåííàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà � ýòî õîðäîâàÿ äèàãðàììà ïîðÿäêà n ñ çàäàííûì
íà íåé îñíàùåíèåì. Ïîä îñíàùåíèåì ìû ïîíèìàåì îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé
õîðäå õîðäîâîé äèàãðàììû ýëåìåíò ìíîæåñòâà {0, 1}. Â [16] ââîäÿòñÿ 4-÷ëåííûå ñîîòíîøå-
íèÿ äëÿ îñíàù¼ííûõ ãðàôîâ è îñíàù¼ííûõ õîðäîâûõ äèàãðàìì, à òàêæå ñòðóêòóðû àëãåáð
Õîïôà â ãðàäóèðîâàííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ÿâëÿþùèõñÿ ðåçóëüòàòîì ôàêòîðèçà-
öèè ïî 4-÷ëåííûì ñîîòíîøåíèÿì.

2 Âåñîâàÿ ñèñòåìà sl2 íà ãðàôàõ

Îäíèì èç îñíîâíûõ èñòî÷íèêîâ âåñîâûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ àëãåáðû Ëè. Âåñîâàÿ ñèñòåìà, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîìó íåòðèâèàëüíîìó ñëó÷àþ àëãåáðû Ëè sl2, óæå ãëóáîêî íåòðèâèàëü-
íà. Ìû èññëåäóåì âîçìîæíîñòü å¼ ïðîäîëæåíèÿ äî èíâàðèàíòà ãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùåãî
4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ íèõ.

2.1 Âåñîâàÿ ñèñòåìà sl2 íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ

ÏóñòüG� àëãåáðà Ëè, dimG = m, (·, ·) � íåâûðîæäåííàÿ èíâàðèàíòíàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà.
Èíâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî (x, [y, z]) = ([x, y], z) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
U(G) óíèâåðñàëüíóþ îá¼ðòûâàþùóþ àëãåáðó àëãåáðû Ëè G.

Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé îòíîñèòåëüíî ôîðìû (·, ·) áàçèñ {e1, ..., em} â G. Ïîñòðî-
èì îòîáðàæåíèå wG : A → U(G) àëãåáðû õîðäîâûõ äèàãðàìì ïî ìîäóëþ 4-÷ëåííûõ ñîîò-
íîøåíèé â óíèâåðñàëüíóþ îá¼ðòûâàþùóþ àëãåáðó àëãåáðû Ëè G. Çàôèêñèðóåì äóãîâóþ
äèàãðàììó a, ïðåäñòàâëÿþùóþ õîðäîâóþ äèàãðàììó D. Ýëåìåíò wG(D) óíèâåðñàëüíîé
îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû U(G) ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ äàííîãî îòîáðàæåíèÿ φ
ìíîæåñòâà õîðä äèàãðàììû a â ìíîæåñòâî {1, ...,m} íàïèøåì íà êîíöàõ êàæäîé õîðäû
ýëåìåíò ei ∈ G, åñëè ïðè îòîáðàæåíèè φ ýòà õîðäà ïåðåõîäèò â ýëåìåíò i. Ñóììèðîâàíèå
ïî âñåì òàêèì îòîáðàæåíèÿì ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì õîðäîâîé äèàãðàììû D â óíèâåðñàëüíîé
îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðå U(G). Ìû ïðîäîëæàåì îòîáðàæåíèå wG íà âñþ àëãåáðó A ïî ëè-
íåéíîñòè.

Íàïðèìåð, äëÿ m = 3:

7−→
e4

1 + e1e2e1e2 + e1e3e1e3 + e2e1e2e1 + e4
2+

+e2e3e2e3 + e3e1e3e1 + e3e2e3e2 + e4
3

Òåîðåìà 1. [2, 11] Ïóñòü G � àëãåáðà Ëè âìåñòå ñ íåâûðîæäåííîé èíâàðèàíòíîé áèëèíåé-
íîé ôîðìîé (·, ·). Òîãäà îòîáðàæåíèå wG : A → U(G) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(1) çíà÷åíèå wG(D) îòîáðàæåíèÿ wG íå çàâèñèò îò âûáîðà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà
e1, ..., em;
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(2) çíà÷åíèå wG(D) îòîáðàæåíèÿ wG íå çàâèñèò îò âûáðàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ õîðäîâîé
äèàãðàììû D â âèäå äóãîâîé äèàãðàììû;
(3) îáðàç îòîáðàæåíèÿ wG ëåæèò â öåíòðå óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû U(G);
(4) îòîáðàæåíèå wG óäîâëåòâîðÿåò 4-÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ wG íà ïðîèçâåäåíèè õîðäîâûõ äèàãðàìì ðàâíî
ïðîèçâåäåíèþ åãî çíà÷åíèé íà ñîìíîæèòåëÿõ. Òàêèì îáðàçîì, wG ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
àëãåáð, wG : A → ZU(G).

Â ïðîñòåéøåì íåòðèâèëüíîì ñëó÷àå, êîãäà àëãåáðà Ëè G ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè sl2, à
ôîðìà (·, ·) � ôîðìîé Êèëëèíãà, öåíòð óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû U(sl2) ïî-
ðîæäàåòñÿ åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì c = e2

1+e2
2+e2

3 � ýëåìåíòîì Êàçèìèðà, ZU(sl2) = C[c].
Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ wG ìîæåò áûòü òàêæå îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ
ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ×ìóòîâà-Âàð÷åíêî.

Îïðåäåëèì âåñîâóþ ñèñòåìó sl2 êàê ôóíêöèþ v íà ìíîæåñòâå õîðäîâûõ äèàãðàìì,
êîòîðàÿ õîðäîâîé äèàãðàììå ïîðÿäêà n ñîïîñòàâëÿåò ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n îò ïåðåìåííîé
c. Çíà÷åíèå ôóíêöèè v íà õîðäîâîé äèàãðàììå ñ îäíîé õîðäîé ðàâíî c. Åñëè õîðäîâàÿ
äèàãðàììà ñîäåðæèò õîðäó (íàçîâ¼ì å¼ ëèñòîì), ïåðåñåêàþùóþ ðîâíî îäíó äðóãóþ õîðäó,
òî çíà÷åíèå íà èñõîäíîé äèàãðàììå ðàâíî çíà÷åíèþ íà äèàãðàììå ñ óäàëåííûì ëèñòîì,
óìíîæåííûì íà (c − 1). Åñëè õîðäîâàÿ äèàãðàììà íå ñîäåðæèò ëèñòüåâ, òî èìåþò ìåñòî
ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ×ìóòîâà-Âàð÷åíêî:

− − + = −

− − + = −

Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû sl2 íà ëþáîé õîðäîâîé äèà-
ãðàììå. Îäíàêî ñëîæíîñòü òàêèõ âû÷èñëåíèé ýêñïîíåíöèàëüíà: íà êàæäîì øàãå äèàãðàììà
çàìåíÿåòñÿ 5 áîëåå ïðîñòûìè äèàãðàììàìè.

Åñëè õîðäîâàÿ äèàãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïóñòûõ äèàãðàìì,
òî çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû sl2 íà íåé åñòü ïðîèçâåäåíèå å¼ çíà÷åíèé íà ñîìíîæèòåëÿõ.

Òåîðåìà 2. [5]
(1) Ôóíêöèÿ v êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ò.å. ðåçóëüòàò å¼ âû÷èñëåíèÿ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà
ïðèìåíåíèÿ ñîîòíîøåíèé.
(2) Îíà ñîâïàäàåò ñ âåñîâîé ñèñòåìîé, ïîñòðîåííîé ïî àëãåáðå Ëè sl2.

2.2 Çàäà÷à î ïðîäîëæåíèè âåñîâîé ñèñòåìû sl2 íà ãðàôû

Ôóíêöèÿ íà ãðàôàõ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ÷åòûðåõ÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ, íàçûâàåòñÿ 4-èíâà-
ðèàíòîì ãðàôîâ. Îäíèì èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ 4-èíâàðèàíòà ÿâëÿåòñÿ õðîìàòè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí ãðàôà. Âñÿêèé 4-èíâàðèàíò ãðàôîâ îïðåäåëÿåò âåñîâóþ ñèñòåìó: çíà÷åíèå ýòîé âå-
ñîâîé ñèñòåìû íà õîðäîâîé äèàãðàììå ðàâíî çíà÷åíèþ 4-èíâàðèàíòà íà ãðàôå ïåðåñå÷åíèé
äèàãðàììû.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû sl2 íà ãðàôàõ
ïåðåñå÷åíèé.
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Òåîðåìà 3. [4] Çíà÷åíèå âåñîâîé ñèñòåìû sl2 íà õîðäîâîé äèàãðàììå îïðåäåëåíî åå ãðàôîì
ïåðåñå÷åíèé.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïðèâîäèò ê åñòåñòâåííîìó âîïðîñó (Ñ.Ê. Ëàíäî): ñóùåñòâóåò ëè 4-
èíâàðèàíò ãðàôîâ, çíà÷åíèå êîòîðîãî íà ãðàôàõ ïåðåñå÷åíèé ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì sl2-
âåñîâîé ñèñòåìû íà íèõ?

Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ýòîìó âîïðîñó, îêîí÷àòåëü-
íûé îòâåò íà íåãî äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷åí. Íàø ïåðâûé îñíîâíîé ðåçóëüòàò óòâåðäèòåëüíî
îòâå÷àåò íà ýòîò âîïðîñ äëÿ ãðàôîâ ñ ≤ 8 âåðøèíàìè.

Òåîðåìà EK21-1. Âåñîâàÿ ñèñòåìà sl2 íà ãðàôàõ ïåðåñå÷åíèé îò 1 äî 8 âåðøèí äîïóñêàåò
ïðîäîëæåíèå äî 4-èíâàðèàíòà ãðàôîâ; òàêîå ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííî.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ íà ãðàôû ñ á�oëüøèì ÷èñëîì
âåðøèí îñòà¼òñÿ îòêðûòûì è òðåáóåò äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê åãî ðå-
øåíèþ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîïûòàòüñÿ îïðåäåëèòü sl2-âåñîâóþ ñèñòåìó íà ãðàôàõ, çíàÿ
å¼ çíà÷åíèÿ íà ñåðèÿõ ãðàôîâ, ñì. íàïðèìåð [23].

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû EK21-1 îñíîâàíî íà êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ.

3 Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ êàê

ðåøåíèÿ èåðàðõèè ÊÏ

Èåðàðõèÿ Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè (äàëåå � ÊÏ) � ýòî èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ, î å¼
ðåøåíèÿõ êîìáèíàòîðíîé ïðèðîäû ñì., íàïðèìåð, [12]. Ìëàäøåå èç óðàâíåíèé èåðàðõèè ÊÏ
èìååò âèä

∂2F

∂p2
2

=
∂2F

∂p1∂p3
− 1

2

(
∂2F

∂p2
1

)2

− 1

12

∂4F

∂p4
1

.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû äà¼ì îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé èåðàðõèè ÊÏ è èçó÷àåì
íåêîòîðûå ñåìåéñòâà ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó ïðîñòðàíñòâó ðåøåíèé è ñâÿçàííûå
ñ ðàññìàòðèâàåìûìè íàìè êîìáèíàòîðíûìè îáúåêòàìè.

3.1 Ïîëóáåñêîíå÷íàÿ âíåøíÿÿ ñòåïåíü

Ïóñòü V � áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðÿäîâ Ëîðàíà îò îäíîé ïåðåìåííîé z. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ, ïîëóáåñêîíå÷íàÿ âíåøíÿÿ ñòåïåíü Λ∞/2V � ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå
íà âåêòîðû

vµ = zm1 ∧ zm2 ∧ zm3 ∧ . . . , m1 > m2 > m3 > . . . , mi = µi − i,

ãäå µ � ðàçáèåíèå, µ = (µ1, µ2, µ3, . . . ), µ1 ≥ µ2 ≥ µ3 ≥ · · · ≥ 0, â êîòîðîì âñå ÷àñòè, çà
èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà, ðàâíû 0. Â ÷àñòíîñòè, ïóñòîìó ðàçáèåíèþ µ = (0, 0, 0, . . . ) =
∅ îòâå÷àåò âàêóóì-âåêòîð v∅ = z−1 ∧ z−2 ∧ z−3 ∧ . . . .

3.2 Ìíîãî÷ëåíû Øóðà

Ïóñòü µ ` n � ðàçáèåíèå. Ìíîãî÷ëåí Øóðà Sµ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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• Äëÿ îäíî÷àñòè÷íîãî ðàçáèåíèÿ n1 ` n ìíîãî÷ëåí Øóðà Sn îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì
ðàçëîæåíèÿ

S0 + S1z + S2z
2 + S3z

3 + . . . = exp(p1z + p2
z2

2
+ p3

z3

3
+ . . . )

= 1 + p1z +
1

2
(p2

1 + p2)z2 + . . . .

Òàêèì îáðàçîì,

S0 = 1

S1 = p1

S2 =
1

2
(p2

1 + p2)

. . . = . . .

Sn =
1

n!

∑
α`n

∏
αi∈α

(αi − 1)!pαi

. . . = . . .

• Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ µ = (µ1, µ2, µ3, . . . ), µ1 ≥ µ2 ≥ µ3 ≥ . . . , ìíîãî÷ëåí
Øóðà Sµ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëèòåëü

Sµ = det ||Sµj−j+i||.

3.3 Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé èåðàðõèè ÊÏ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èåðàðõèè ÊÏ, åñëè îíà ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó ðåøåíèé ÊÏ. Ïðîñòðàíñòâî (ôîðìàëüíûõ) ðåøåíèé ÊÏ ìîæíî îïðåäåëèòü ñ
ïîìîùüþ áîçîí-ôåðìèîííîãî ñîîòâåòñòâèÿ φ, ïîäðîáíîñòè ñì. â [12].

Ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì φ : Λ∞/2V → F[p1, p2, . . . ] ïîëóáåñêîíå÷íîé âíåøíåé ñòåïåíè â
ïðîñòðàíñòâî ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ. Ýòîò èçîìîðôèçì ïåðå-
âîäèò áàçèñíûé âåêòîð vµ, îòâå÷àþùèé ðàçáèåíèþ µ, â ìíîãî÷ëåí Øóðà Sµ. Ïîëóáåñêîíå÷-
íîé ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà âåêòîðà β1(z), β2(z), . . . , ñîïîñòàâèì âåêòîð β1(z)∧β2(z)∧· · · ∈
Λ∞/2V (âëîæåíèå Ïëþêêåðà). Ïðåäñòàâèì ýòîò âåêòîð â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Λ∞/2V . Ïîäåëèì ïîëó÷åííóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ íà êîýô-
ôèöèåíò ïðè âàêóóì-âåêòîðå è çàìåíèì êàæäûé áàçèñíûé âåêòîð â íåé íà ñîîòâåòñòâóþùèé
ìíîãî÷ëåí Øóðà. Ïîëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû îò ïåðåìåííûõ
p1, p2, . . . îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî τ -ôóíêöèé èåðàðõèè ÊÏ, à èõ ëîãàðèôìû � ïðîñòðàíñòâî
ðåøåíèé ÊÏ.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, âñÿêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
∞∑
i=0

aiSi îäíî÷àñòè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Øóðà ñ êîýôôèöèåíòîì 1 ïðè S0 ÿâëÿåòñÿ τ -ôóíêöèåé èåðàðõèè ÊÏ.

3.4 Ñåìåéñòâî ðåøåíèé èåðàðõèè ÊÏ

Â [6] àëãåáðå Õîïôà ãðàôîâ ñîïîñòàâëåíî ðåøåíèå èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè Êàäîìöåâà�
Ïåòâèàøâèëè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïóñòü C[q1, q2, q3, ...] � ãðàäóèðîâàííàÿ
àëãåáðà Õîïôà ìíîãî÷ëåíîâ, â êîòîðîé âåñ ïåðåìåííîé qi ðàâåí i, i = 1, 2, 3, ....
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Òåîðåìà 4. [6] Ïóñòü I � èíâàðèàíò ãðàôîâ ñî çíà÷åíèÿìè â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ îò áåñ-
êîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ q1, q2, . . . , I : G 7→ IG(q1, q2, . . . ), ïðîäîëæàþùèéñÿ äî ãðàäóè-
ðîâàííîãî ãîìîìîðôèçìà àëãåáð Õîïôà. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ÷èñëà in, îïðåäåëåííûå
ðàâåíñòâàìè

in = n!
∑

G,|V (G)|=n

[qn]IG(q1, q2, . . . )

|Aut(G)|

(çäåñü ÷åðåç |V (G)| îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå G, [qn]P îáîçíà÷àåò êîýôôèöè-
åíò ïðè ìîíîìå qn â ìíîãî÷ëåíå P = P (q1, q2, . . . ), à |Aut(G)| � ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîð-
ôèçìîâ ãðàôà G), âñå îòëè÷íû îò 0.

Îïðåäåëèì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

I◦(q1, q2, . . . ) =
∑
G

IG(q1, q2, . . . )

|Aut(G)|
,

I(q1, q2, . . . ) =
∑

G � ñâÿçíûé

IG(q1, q2, . . . )

|Aut(G)|
,

ãäå â ïåðâîì ñëó÷àå ñóììèðîâàíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì ãðàôàì, âî âòîðîì � ïî âñåì ñâÿç-

íûì ãðàôàì. Òîãäà ïîñëå ïåðåøêàëèðîâàíèÿ ïåðåìåííûõ qn = 2n(n−1)/2(n−1)!
in

pn ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ I ñòàíîâèòñÿ ðåøåíèåì èåðàðõèè ÊÏ ïî íîâûì ïåðåìåííûì pi, à I◦ �
τ -ôóíêöèåé èåðàðõèè ÊÏ. Ïîñòðîåííàÿ τ -ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò âûáðàííîãî èíâàðèàí-
òà I.

Ñðåäè èíâàðèàíòîâ ãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ òåîðåìû, èìåþòñÿ òàêèå âàæíûå
êàê ñèììåòðèçîâàííûé õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ñòåíëè [21], ââåäåííûé â [6] ìíîãî÷ëåí
Àáåëÿ è ìíîãèå äðóãèå. Òåõíèêà êîìáèíàòîðíûõ àëãåáð Õîïôà, ðàçâèòàÿ â [1], ïîçâîëÿåò
ñòðîèòü òàêèå èíâàðèàíòû ïî ëþáîìó ìóëüòèïëèêàòèâíîìó èíâàðèàíòó ãðàôîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè I◦ è I ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñòàíäàðòíûì ñîîò-
íîøåíèåì ìåæäó τ -ôóíêöèåé è ñîîòâåòñòâóþùèì åé ðåøåíèåì èåðàðõèè:

I = log I◦.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà ñòàâèò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàêèå åùå àëãåáðû Õîïôà êîì-
áèíàòîðíîé ïðèðîäû, ïîìèìî àëãåáðû Õîïôà ãðàôîâ, îáëàäàþò àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì?
Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ àëãåáðû Õîïôà îñíàùåí-
íûõ ãðàôîâ, ââåäåííîé Ñ. Ê. Ëàíäî â [16], è íå ñïðàâåäëèâî äëÿ öåëîãî ðÿäà äðóãèõ áëèçêèõ
ïî õàðàêòåðó àëãåáð Õîïôà, â òîì ÷èñëå, äëÿ àëãåáðû Õîïôà âçâåøåííûõ ãðàôîâ, àëãåáðû
Õîïôà õîðäîâûõ äèàãðàìì, àëãåáðû Õîïôà áèíàðíûõ äåëüòà-ìàòðîèäîâ.

Ïóñòü If : Gf → F[q1, q2, . . . ] ãðàäóèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì àëãåáðû Õîïôà îñíàùåííûõ
ãðàôîâ â àëãåáðó Õîïôà ìíîãî÷ëåíîâ îò áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ, IfG(q1, q2, . . . ) �
èíâàðèàíò îñíàùåííîãî ãðàôà G, ÿâëÿþùèéñÿ çíà÷åíèåì ýòîãî ãîìîìîðôèçìà íà G.

Îïðåäåëèì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

If◦(q1, q2, . . . ) =
∑
G

IfG(q1, q2, . . . )

|Aut(G)|
,

If (q1, q2, . . . ) =
∑

G � ñâÿçíûé

IfG(q1, q2, . . . )

|Aut(G)|
,

ãäå â ïåðâîì ñëó÷àå ñóììèðîâàíèå èä¼ò ïî âñåì îñíàùåííûì ãðàôàì, âî âòîðîì � ïî
ñâÿçíûì îñíàùåííûì ãðàôàì, |Aut(G)| � ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ îñíàùåííîãî
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ãðàôà G (àâòîìîðôèçìîâ ãðàôà G, ñîõðàíÿþùèõ îñíàùåíèå). Êàê è â ñëó÷àå îáû÷íûõ
ãðàôîâ, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

If = log If◦.

Îïðåäåëèì êîíñòàíòû ifn, n = 0, 1, 2, . . . ðàâåíñòâîì

ifn = n!
∑

G � ñâÿçíûé

|V (G)|=n

[qn]IfG(q1, q2, . . . )

|Aut(G)|
,

ãäå ÷åðåç [qn]P îáîçíà÷åí êîýôôèöèåíò ïðè ìîíîìå qn â ìíîãî÷ëåíå P = P (q1, q2, . . . ).
Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà EK19-1. Åñëè ifn 6= 0 ïðè âñåõ n = 0, 1, 2, . . . , òî ïîñëå ïåðåøêàëèðîâàíèÿ ïåðå-

ìåííûõ qn = 2n(n−1)/2(n−1)!

ifn
pn ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ If ñòàíîâèòñÿ ðåøåíèåì èåðàðõèè

ÊÏ â ïåðåìåííûõ pn, à If◦ � τ -ôóíêöèåé èåðàðõèè ÊÏ, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ îäíî÷àñòè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ Øóðà.

Çàìå÷àíèå. Ýòîò ðåçóëüòàò � òàê æå, êàê è åãî äîêàçàòåëüñòâî, � íå ìåíÿåòñÿ ïðè
çàìåíå àëãåáðû Õîïôà îñíàùåííûõ ãðàôîâ àëãåáðîé Õîïôà ãðàôîâ, â êîòîðîé ìíîæåñòâî
ïîìåòîê {0, 1} âåðøèí çàìåíÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì (ñ àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëåííûìè óìíîæåíèåì è êîóìíîæåíèåì). Ìû, îäíàêî, îãðàíè÷èâàåìñÿ ñëó÷àåì îñíàùåí-
íûõ ãðàôîâ, ïîñêîëüêó èìåííî ýòà àëãåáðà Õîïôà ñâÿçàíà ñ èíâàðèàíòàìè óçëîâ è ïëîñêèõ
êðèâûõ. Â ÷àñòíîñòè, èìåííî ñ íåé ñâÿçàíû êîíñòðóêöèè ïðîäîëæåíèÿ èíâàðèàíòîâ ãðà-
ôîâ äî èíâàðèàíòîâ âëîæåííûõ ãðàôîâ è áèíàðíûõ äåëüòà-ìàòðîèäîâ è, êàê ñëåäñòâèå,
ïðîäîëæåíèÿ èíâàðèàíòîâ óçëîâ äî èíâàðèàíòîâ çàöåïëåíèé â [18], [15].

Àíàëîãè÷íûå Òåîðåìå EK19-1 óòâåðæäåíèÿ îêàçûâàþòñÿ íåñïðàâåäëèâû äëÿ àëãåáðû
Õîïôà âçâåøåííûõ ãðàôîâ. Âçâåøåííûé ãðàô � ãðàô, êàæäîé âåðøèíå êîòîðîãî ïîñòàâ-
ëåíî â ñîîòâåòñòâèå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Òåîðåìà EK19-2. Ïóñòü Iw : Gw → F[q1, q2, . . . ] ãðàäóèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì àëãåáðû
Õîïôà âçâåøåííûõ ãðàôîâ â àëãåáðó Õîïôà ìíîãî÷ëåíîâ îò áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåí-
íûõ, IwG(q1, q2, . . . ) � èíâàðèàíò âçâåøåííîãî ãðàôà G.

Îïðåäåëèì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Iw◦(q1, q2, . . . ) =
∑
G

IwG(q1, q2, . . . )

|Aut(G)|
,

Iw(q1, q2, . . . ) =
∑

G � ñâÿçíûé

IwG(q1, q2, . . . )

|Aut(G)|
,

ãäå â ïåðâîì ñëó÷àå ñóììèðîâàíèå èä¼ò ïî âñåì âçâåøåííûì ãðàôàì, âî âòîðîì � ïî ñâÿç-
íûì âçâåøåííûì ãðàôàì, |Aut(G)| � ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ âçâåøåííîãî ãðàôà
G.

Íè ïðè êàêîì ïåðåøêàëèðîâàíèè ïåðåìåííûõ qn = anpn, an ∈ F, an 6= 0, n = 0, 1, 2, . . . ,
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Iw◦ íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îäíî÷àñòè÷íûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ Øóðà. Áîëåå òîãî, íè ïðè êàêîì ïåðåøêàëèðîâàíèè ïåðåìåííûõ qn = anpn, an ∈ F,
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Iw◦ íå ÿâëÿåòñÿ τ -ôóíêöèåé èåðàðõèè ÊÏ â ïåðåìåííûõ pn, è,
ñëåäîâàòåëüíî, Iw íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èåðàðõèè ÊÏ.
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4 ×èñëà Ãóðâèöà

Åù¼ îäèí öèêë ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè êàñàåòñÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Ãóðâèöà. Êîìïëåêñ-
íûå ÷èñëà Ãóðâèöà è èõ ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â èçó÷åíèè ãåîìåòðèè
ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ [8], â òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ðåêóðñèè [7], â
ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïåðå÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷. Èõ âåùåñòâåííûå àíàëîãè èçó÷åíû ãîðàçäî
õóæå, íåñìîòðÿ íà, âîçìîæíî, íå ìåíåå øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè. Íèæå ìû íàïî-
ìèíàåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû òåîðèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Ãóðâèöà è ôîðìóëèðóåì
íàøè ðåçóëüòàòû ïðî èõ âåùåñòâåííûå âàðèàíòû.

4.1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà Ãóðâèöà

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà Ãóðâèöà ïåðå÷èñëÿþò ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè ñ äàííûì íàáîðîì êðè-
òè÷åñêèõ çíà÷åíèé, òèïû âåòâëåíèÿ íàä êîòîðûìè çàðàíåå çàäàíû. Òàê, ÷èñëî Ãóðâèöà,
îòâå÷àþùåå íàáîðó ðàçáèåíèé (µ1, ..., µm) äàííîãî ÷èñëà d, � ýòî ñóììà∑

f :M→S2

1

|Aut(f)|
,

ãäå ñóììèðîâàíèå èä¼ò ïî âñåì ðàçâåòâë¼ííûì íàêðûòèÿì f : M → S2 ñôåðû S2 ïîâåðõíî-
ñòüþ M ñòåïåíè d, ñ ïðåäïèñàííûìè òèïàìè âåòâëåíèé (µ1, ..., µm) íàä çàäàííûìè òî÷êàìè
t1, ..., tm ∈ S2. Ñâÿçíîå ÷èñëî Ãóðâèöà îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ñ óñëîâèåì ñâÿç-
íîñòè íàêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòè.

Ïðîñòûå ÷èñëà Ãóðâèöà h◦m,µ ïåðå÷èñëÿþò ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ ñôåðû S2, äëÿ êî-
òîðûõ âåòâëåíèå íàä îäíîé òî÷êîé èìååò öèêëè÷åñêèé òèï µ è ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì åù¼ íàä
m òî÷êàìè. Ïðîñòûå ÷èñëà Ãóðâèöà ðàâíû âåëè÷èíå

h◦m,µ =
1

n!
|{(τ1, ...τm), τi ∈ C2(Sn)|τm ◦ ... ◦ τ1 ∈ Cµ(Sn)}|,

ãäå ÷åðåç C2(Sn) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âñåõ òðàíñïîçèöèé â Sn, à Cµ(Sn) � ìíîæåñòâî âñåõ
ïåðåñòàíîâîê ñ öèêëè÷åñêèì òèïîì µ ` n â Sn. Ïðîñòûå ñâÿçíûå ÷èñëà Ãóðâèöà îêàçûâà-
þòñÿ ðàâíûìè âåëè÷èíå

hm,µ =
1

n!
|{(τ1, ...τm), τi ∈ C2(Sn)|τm ◦ ... ◦ τ1 ∈ Cµ(Sn), 〈τ1, ...τm〉 äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî}|.

Ââåäåì ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë Ãóðâèöà:

H◦(u; p1, p2...) =

∞∑
m=0

∑
µ

h◦m,µpµ1pµ2 ...
um

m!
;

H(u; p1, p2...) =

∞∑
m=0

∑
µ

hm,µpµ1
pµ2

...
um

m!
,

ãäå µ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Èìååò ìåñòî ñòàíäàðòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýêñïîíåíöèàëüíûìè ïðîèçâîäÿùèìè ôóíê-

öèÿìè ñâÿçíûõ è íåîáÿçàòåëüíî ñâÿçíûõ îáúåêòîâ:

Òåîðåìà 5. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî H◦ = exp(H).

Èìååò ìåñòî
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Òåîðåìà 6. [20] Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ H◦ ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì
τ -ôóíêöèé äëÿ èåðàðõèè Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè, à ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ H � îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ðåøåíèé ýòîé èåðàðõèè.

Îáîçíà÷èì â ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèèH◦(u; p1, p2...) êîýôôèöèåíò ïåðåä
um

m!
÷åðåçH◦m(p1, p2...),

H◦(u; p1, p2...) =

∞∑
m=0

H◦m(p1, p2...)
um

m!
.

Çàìåòèì, ÷òî H◦0 = H◦(0; p1, p2...) = ep1 . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò ñïîñîá ðåêóððåíòíîãî
âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë Ãóðâèöà, îòòàëêèâàÿñü îò ýòîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.

Òåîðåìà 7. [9] (Ãóëüäåí-Äæåêñîí) Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ H◦ äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë Ãóðâèöà
óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

∂H◦

∂u
= WH◦,

ãäå W =
1

2

∞∑
n=1

∑
i+j=n

(
(i+ j)pipj

∂

∂pi+j
+ ijpi+j

∂2

∂pi∂pj

)
� îïåðàòîð òðàíñïîçèöèè (îïåðà-

òîð cut-and-join).

Ñëåäñòâèå 8. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî H◦m+1 = WH◦m.

Òåîðåìà Îêóíüêîâà 6 âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 7: ôóíêöèè Øóðà îáðàçóþò ÿâíûé ñîá-
ñòâåííûé áàçèñ îïåðàòîðà òðàíñïîçèöèè.

4.2 Âåùåñòâåííûå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà Ãóðâèöà ïåðå÷èñëÿþò âåùåñòâåííûå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà âåùå-
ñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ. Â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ âåùåñòâåí-
íûõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé áóäóò ââîäèòüñÿ ðàçëè÷íûå âèäû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Ãóðâèöà.

Âåùåñòâåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ (C, τ) � ãëàäêàÿ êîìïàêòíàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ C âìåñòå ñ àíòèãîëîìîðôíîé èíâîëþöèåé τ : C → C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cτ

ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè τ . Êðèâàÿ (C, τ) íàçûâàåòñÿ ðàçäåëÿþùåé, åñëè
ïîâåðõíîñòü C\Cτ íåñâÿçíà, è íåðàçäåëÿþùåé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äëÿ ðàçäåëÿþùåé âåùå-
ñòâåííîé êðèâîé äîïîëíåíèå C\Cτ ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Ïîä îñíàùåíèåì
ðàçäåëÿþùåé âåùåñòâåííîé êðèâîé áóäåì ïîíèìàòü âûáîð îäíîé èç ýòèõ äâóõ êîìïîíåíò.

Âåùåñòâåííîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå âåùåñòâåííîé êðèâîé (C1, τ1) â âåùåñòâåííóþ
êðèâóþ (C2, τ2) � ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå f : C1 → C2, òàêîå, ÷òî f ◦ τ1 = τ2 ◦ f . Â
÷àñòíîñòè, âåùåñòâåííàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà (C, τ) ýòî âåùåñòâåííîå ìåðîìîðôíîå
îòîáðàæåíèå èç (C, τ) â (CP 1, σ), ãäå σ : CP 1 → CP 1 � ñòàíäàðòíîå êîìïëåêñíîå ñîïðÿæå-
íèå, σ : z 7→ z.

Âåùåñòâåííàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f : C → CP 1 ïðîñòàÿ, åñëè âñå å¼ êîíå÷íûå êðè-
òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïðîñòû. Âåùåñòâåííàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f : C → CP 1 ÷èñòî âå-
ùåñòâåííàÿ, åñëè âñå å¼ êîíå÷íûå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû.

4.3 Ñëó÷àé ðàçäåëÿþùèõ âåùåñòâåííûõ êðèâûõ

4.3.1 Ïðîñòûå ÷èñòî âåùåñòâåííûå ÷èñëà Ãóðâèöà

Îñíàù¼ííàÿ âåùåñòâåííàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ � ýòî âåùåñòâåííàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíê-
öèÿ f : (C, τ) → (CP 1, σ), îïðåäåë¼ííàÿ íà îñíàùåííîé âåùåñòâåííîé êðèâîé (C, τ). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Cf ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó, îïðåäåëÿþùóþ îñíàùåíèå.
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Îïðåäåëèì òèï âåòâëåíèÿ îñíàùåííîé âåùåñòâåííîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f : (C, τ)→
(CP 1, σ) íàä òî÷êîé ∞ ∈ RP 1. Ïîëþñû ôóíêöèè f ðàçáèâàþòñÿ íà âåùåñòâåííûå è ïàðû
τ -ñîïðÿæåííûõ íåâåùåñòâåííûõ ïîëþñîâ. Â êàæäîé ïàðå ðîâíî îäèí èç τ -ñîïðÿæåííûõ
ïîëþñîâ ëåæèò â êîìïîíåíòå Cf . Ïîðÿäêè ýòèõ τ -ñîïðÿæåííûõ ïîëþñîâ îáðàçóþò ðàç-
áèåíèå λ = (`1, `2, ...). Âåùåñòâåííûé ïîëþñ ôóíêöèè f ïîëîæèòåëüíûé, åñëè ôóíêöèÿ
f ñëåâà îò ïîëþñà âîçðàñòàåò, è îòðèöàòåëüíûé, åñëè f ñëåâà îò ïîëþñà óáûâàåò. Ïî-
ðÿäêè ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ïîëþñîâ îáðàçóþò ðàçáèåíèÿ κ+ = (k+

1 , k
+
2 , ...) è

κ− = (k−1 , k
−
2 , ...) ñîîòâåòñòâåííî. Òèï âåòâëåíèÿ ôóíêöèè f íàä áåñêîíå÷íîñòüþ ýòî òðîéêà

ðàçáèåíèé µ = (κ+, κ−, λ).
Îñíàùåííûå ïðîñòûå ÷èñòî âåùåñòâåííûå ÷èñëà Ãóðâèöà hR◦m;µ ïåðå÷èñëÿþò âåùåñòâåí-

íûå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè ñ òèïîì âåòâëåíèÿ µ = (κ+, κ−, λ) íàä áåñêîíå÷íîñòüþ è m
äàííûìè íåâûðîæäåííûìè âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Ôîðìàëüíî,

hR◦m;µ =
∑
f

1

#Aut(f)
,

ãäå ÷åðåç #Aut(f) îáîçíà÷åí ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ôóíêöèè f .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç hRm;µ ÷èñëî âñåõ ïðîñòûõ îñíàùåííûõ ÷èñòî âåùåñòâåííûõ ìåðîìîðô-

íûõ ôóíêöèé, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ñâÿçíà.

4.3.2 Îïåðàòîð òðàíñïîçèöèè

Ñîïîñòàâèì òèïó âåòâëåíèÿ

µ = (κ+, κ−, λ) = ((k+
1 , k

+
2 , ...), (k

−
1 , k

−
2 , ...), (`1, `2, ...))

ìîíîì
pµ = p+

k+
1

p+

k+
1

...p−
k−1
p−
k−2
...q`1q`2 ...

îò ïåðåìåííûõ p+
i , p

−
i , qi, i = 1, 2, .... Ââåäåì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

HR(u; p+
1 , ..., p

−
1 , ..., q1...) =

∞∑
m=0

∑
µ

hRm;µpµ
um

m!
,

HR◦(u; p+
1 , ..., p

−
1 , ..., q1...) =

∞∑
m=0

∑
µ

hR◦m;µpµ
um

m!
;

çäåñü ñóììèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè èä¼ò ïî âñåì òðîéêàì ðàçáèåíèé µ = (κ+, κ−, λ) è âñåì
íåîòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì m.

Òåîðåìà 9. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî HR◦ = exp(HR).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ââîäèò óðàâíåíèå òðàíñïîçèöèè äëÿ âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ � àíàëîã
óðàâíåíèÿ Ãóëüäåíà-Äæåêñîíà äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Ãóðâèöà.

Òåîðåìà 10. [13] Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ HR◦ óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ

∂HR◦

∂u
= W+(HR◦),

ãäå W+ =
∞∑

i,j=1

(
pīip

+
j

∂
∂pīi+j

+ pīi+j
∂2

∂pīi∂p
+
j

)
+
∞∑
i=1

(
ip+

2i
∂
∂qi

+ qi
∂

∂p+
2i

)
, ãäå äëÿ íàòóðàëüíîãî i

÷åðåç ī îáîçíà÷åí çíàê +, åñëè ÷èñëî i ÷åòíîå, è çíàê −, åñëè íå÷åòíîå.
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Ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà W+ ê íà÷àëüíîìó óñëîâèþ HR◦(0, p±1 , p
±
2 , ...) = ep

+
1 +p−1 +q1 ïîçâî-

ëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü ëþáîå êîëè÷åñòâî íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-
öèè HR◦,

HR◦(u, p±1 , p
±
2 , ...) = euW

+

ep
+
1 +p−1 +q1 .

4.3.3 Äåéñòâèå îïåðàòîðà òðàíñïîçèöèè

Âûáåðåì êîíå÷íîå ìíîæåñòâîN ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ n è ðàçáèåíèå ìíîæåñòâàN â íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå N = N+ tN− ïîäìíîæåñòâ N+ è N−, ñîñòîÿùèõ èç n+ è n− ýëåìåíòîâ ñîîò-
âåòñòâåííî, n+ +n− = n. Ñîñòîÿíèåì íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N = {1, 2, 3, ..., n} â
íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå îäíî- è äâóõ-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, òàêîå, ÷òî êàæäîå äâóõýëå-
ìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ñîäåðæèò îäèí ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà N+ è îäèí èç ìíîæåñòâà N−.
Ïåðåõîä � ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ñîñòîÿíèé. Òèïîì ïåðåõîäà íàçûâàåòñÿ åãî îðáèòà îòíî-
ñèòåëüíî äåéñòâèÿ íà ìíîæåñòâå ïåðåõîäîâ ãðóïïû Sn+ × Sn− , ïåðåñòàâëÿþùåé ýëåìåíòû â
N+ è N−.

Â [13] ââåäåíà àëãåáðà òèïîâ ïåðåõîäîâ An+,n− è äàíà èíòåðïðåòàöèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî îïåðàòîðà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ òðàíñïîçèöèè êàê îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà
êëàññ òðàíñïîçèöèè â ýòîé àëãåáðå. Äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîðW+ íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
An+,n− ñàìîñîïðÿæ¼í îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî íà An+,n− íåâûðîæäåííîãî ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ, à çíà÷èò èìååò ñîáñòâåííûé áàçèñ. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííîãî
áàçèñà îïåðàòîðà W+ òðóäîåìêî è òðåáóåò íàõîæäåíèÿ êîðíåé ïîëèíîìîâ âîçðàñòàþùåé
ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè; âìåñòî âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîá-
ñòâåííîãî áàçèñà îïåðàòîðà W+ ìû ïðåäñòàâëÿåì åãî â áëî÷íîì âèäå, êîòîðûé ïîçâîëÿåò
ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Ãóðâèöà.

Àëãåáðà An+,n− ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæä¼ííûõ ïå-
ðåõîäàìè, ëåâûå ñîñòîÿíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò t äâóõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, An+,n− =
⊕tAn+,n−,t. Ïîäïðîñòðàíñòâà An+,n−,t èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îïåðàòîðà W+.

Â ðàçäåëàõ 4.1.3, 4.1.4 îñíîâíîé ÷àñòè Äèññåðòàöèè ìû èçó÷àåì ñâîéñòâà ïðåäñòàâëåíèé
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï â àëãåáðå An+,n− , èçîìîðôíîé àëãåáðå ìíîãî÷ëå-
íîâ îò ïåðåìåííûõ p+

k , p
−
k , ql. Ìû îïèñûâàåì ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà òðàíñïîçèöèè â ïðÿìóþ

ñóììó îïåðàòîðîâ, îòâå÷àþùèõ èçîòèïè÷åñêèì ðàçëîæåíèÿì ïðåäñòàâëåíèé. Ìû ïîêàçû-
âàåì, ÷òî òàêèå îïåðàòîðû â ïîäõîäÿùåì áàçèñå çàïèñûâàþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè ìàòðèöàìè
è äàåì ÿâíûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ìàòðèö.

Òåîðåìà EK23-3. Äåéñòâèå îïåðàòîðà W+ íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n =
n+ + n− ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó åãî äåéñòâèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ èçîòèïè÷å-
ñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Sn+ × Sn− .

Â ðàçäåëàõ 4.1.1, 4.1.2 ìû îïèñûâàåì íàáîð ìåòîäîâ äëÿ ðàçëîæåíèÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà
W+ â ïðÿìóþ ñóììó åãî äåéñòâèé íà èçîòèïè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ, à â 4.1.5 ïðèâîäèì
ïðèìåð òàêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ àëãåáðû A2,4.

4.4 Ñëó÷àé íåîáÿçàòåëüíî ðàçäåëÿþùèõ âåùåñòâåííûõ êðèâûõ

4.4.1 Ïðîñòûå ÷èñòî âåùåñòâåííûå ÷èñëà Ãóðâèöà

Îïðåäåëèì òèï âåòâëåíèÿ ïðîñòîé âåùåñòâåííîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f . Ïîëþñû ôóíê-
öèè f ðàçáèâàþòñÿ íà âåùåñòâåííûå è ïàðû êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ íåâåùåñòâåííûõ.
Çíàê âåùåñòâåííîãî ïîëþñà îïðåäåëåí òîëüêî äëÿ ïîëþñà ÷åòíîãî ïîðÿäêà: çíàê ïîëîæè-
òåëåí, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì, è îòðèöàòåëåí, åñëè
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ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì. Òàêèì îáðàçîì, òèï âåòâëåíèÿ ôóíêöèè f íàä áåñêîíå÷íîñòüþ
èìååò âèä

µ = (κ+, κ−, κ, λ) = ((k+
2 , k

+
4 , ...), (k

−
2 , k

−
4 , ...), (k1, k3, ...), (`1, `2, `3, ...)),

ãäå κ+ è κ− ýòî ðàçáèåíèÿ, îáðàçîâàííûå ÷åòíûìè ÷àñòÿìè, ñîñòîÿùèìè èç ïîðÿäêîâ ïîëî-
æèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ïîëþñîâ ñîîòâåòñòâåííî, ðàçáèåíèå κ îáðàçîâà-
íî íå÷åòíûìè ÷àñòÿìè, ñîñòîÿùèìè èç ïîðÿäêîâ ïîëþñîâ íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ, à ðàçáèåíèå
λ îáðàçîâàíî ïîðÿäêàìè ïàð ñîïðÿæåííûõ íåâåùåñòâåííûõ ïîëþñîâ.

Ïðîñòûå ÷èñòî âåùåñòâåííûå ÷èñëà Ãóðâèöà h̃R◦m;µ ïåðå÷èñëÿþò âåùåñòâåííûå ìåðî-
ìîðôíûå ôóíêöèè ñ òèïîì âåòâëåíèÿ µ = (κ+, κ−, κ, λ) íàä áåñêîíå÷íîñòüþ è m äàííûìè
íåâûðîæäåííûìè âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. ×åðåç h̃Rm;µ îáîçíà÷èì ñâÿçíûå ïðîñòûå ÷è-
ñòî âåùåñòâåííûå ÷èñëà Ãóðâèöà ñî ñâÿçíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ.

4.4.2 Îïåðàòîð òðàíñïîçèöèè

Ñîïîñòàâèì òèïó âåòâëåíèÿ µ = (κ+, κ−, κ, λ) ìîíîì

pµ = p+

k+
2

p+

k+
4

...p−
k−2
p−
k−4
...pk1

pk3
...q`1q`2 ...

îò ïåðåìåííûõ p+
2i, p

−
2i, p2i−1, qi, i = 1, 2, .... Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ñëó÷àÿ íåîáÿçàòåëü-

íî ðàçäåëÿþùèõ âåùåñòâåííûõ êðèâûõ èìåþò âèä

H̃R(u; p+
2 , ..., p

−
2 , ..., p1..., q1...) =

∞∑
m=0

∑
µ

h̃Rm;µpµ
um

m!
,

H̃R◦(u; p+
2 , ..., p

−
2 , ..., p1..., q1...) =

∞∑
m=0

∑
µ

h̃R◦m;µpµ
um

m!
;

çäåñü ñóììèðîâàíèå èä¼ò ïî âñåì ÷åòâ¼ðêàì ðàçáèåíèé µ = (κ+, κ−, κ, λ) è âñåì íåîòðèöà-
òåëüíûì çíà÷åíèÿì m.

Òåîðåìà 11. [19] [13] Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ H̃R◦ óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ

∂H̃R◦

∂u
= W̃R(H̃R◦),

ãäå

W̃R =
∑
i,j

(
p2i−1p2j−1

∂

∂p−2i+2j−2

+ p2i−1p
+
2j

∂

∂p2i+2j−1
+ p+

2ip
+
2j

∂

∂p+
2i+2j

)
+

+
∑
i,j

(
2p2i+2j−1

∂2

∂p2i−1∂p
+
2j

+
1

2
p−2i+2j−2

∂2

∂p2i−1∂p2j−1
+ 2p+

2i+2j

∂2

∂p+
2i∂p

+
2j

)
+
∞∑
i=1

(
ip+

2i

∂

∂qi
+ qi

∂

∂p+
2i

)
,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

H̃R◦(0; p1, p2, . . . , q1, . . . ) = ep1+q1/2.
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4.4.3 Äåéñòâèå îïåðàòîðà òðàíñïîçèöèè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Nn = {1, 2, 3, ..., n}. Íàçîâ¼ì ñîñòîÿíèåì ìíîæå-
ñòâà Nn èíâîëþöèþ íà í¼ì, ò.å. åãî ðàçáèåíèå íà îäíîýëåìåíòíûå è äâóõýëåìåíòíûå ïîä-
ìíîæåñòâà. Ïåðåõîä � ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ñîñòîÿíèé. Òèïîì ïåðåõîäà íàçîâ¼ì êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðåõîäîâ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Sn ïåðåñòàíîâêàìè ìíîæåñòâà
Nn.

Â [19] ââåäåíà àëãåáðà òèïîâ ïåðåõîäîâ An, â [13] îïåðàòîð W̃R èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà êëàññ òðàíñïîçèöèè â ýòîé àëãåáðå.

Òåîðåìà EK23-6. Îïåðàòîð W̃R íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå An ñàìîñîïðÿæ¼í îòíîñè-
òåëüíî çàäàííîãî íà An ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 12. Îïåðàòîð W̃R äàííîé ñòåïåíè n äèàãîíàëèçèðóåì.

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííîãî áàçèñà îïåðàòîðà W̃R òðóäîåìêî è òðåáóåò
íàõîæäåíèÿ êîðíåé ïîëèíîìîâ âîçðàñòàþùåé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè;
âìåñòî âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííîãî áàçèñà îïåðàòîðà W̃R ìû ïðåäñòàâëÿ-
åì åãî â áëî÷íîì âèäå, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííûõ
÷èñåë Ãóðâèöà.

Àëãåáðà An ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæä¼ííûõ ïåðåõîäà-
ìè, ëåâûå ñîñòîÿíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò m îäíîýëåìåíòûõ ïîäìíîæåñòâ, An = ⊕mAn,m.
Ïîäïðîñòðàíñòâà An,m èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îïåðàòîðà W̃R.

Â ðàçäåëàõ 4.2.3, 4.2.4 îñíîâíîé ÷àñòè Äèññåðòàöèè ìû èçó÷àåì ñâîéñòâà ïðåäñòàâëåíèé
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû â àëãåáðå An, èçîìîðôíîé àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ
pk, p

+
k , p

−
k , ql. Ìû îïèñûâàåì ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà òðàíñïîçèöèè â ïðÿìóþ ñóììó îïåðà-

òîðîâ, îòâå÷àþùèõ èçîòèïè÷åñêèì ðàçëîæåíèÿì ïðåäñòàâëåíèé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû.
Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî òàêèå îïåðàòîðû â ïîäõîäÿùåì áàçèñå çàïèñûâàþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè
ìàòðèöàìè è äàåì ÿâíûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ìàòðèö.

Òåîðåìà EK23-7. Äåéñòâèå îïåðàòîðà W̃R íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ äàííîé ñòåïå-
íè n ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó åãî äåéñòâèé íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ èçîòèïè÷åñêèõ
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Sn.

Â ðàçäåëàõ 4.2.1, 4.2.2 ìû îïèñûâàåì íàáîð ìåòîäîâ äëÿ ðàçëîæåíèÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà
W̃R â ïðÿìóþ ñóììó åãî äåéñòâèé íà èçîòèïè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ, à â 4.2.5 ïðèâîäèì
ïðèìåð òàêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ àëãåáðû A6.
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5 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà EK19-1. Ïóñòü If � èíâàðèàíò îñíàùåííûõ ãðàôîâ ñî çíà÷åíèÿìè â êîëüöå
ìíîãî÷ëåíîâ îò áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ q1, q2, . . . , I

f : Gf 7→ F(q1, q2, . . . ), ïðîäîë-
æàþùèéñÿ äî ãðàäóèðîâàííîãî ãîìîìîðôèçìà àëãåáð Õîïôà.

Îïðåäåëèì êîíñòàíòû ifn, n = 0, 1, 2, . . . ðàâåíñòâîì

ifn = n!
∑

G � ñâÿçíûé

|V (G)|=n

[qn]IfG(q1, q2, . . . )

|Aut(G)|
,

ãäå ÷åðåç [qn]P îáîçíà÷åí êîýôôèöèåíò ïðè ìîíîìå qn â ìíîãî÷ëåíå P = P (q1, q2, . . . ),
|V (G)| � êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå G, |Aut(G)| � ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ãðàôà
G.

Îïðåäåëèì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

If◦(q1, q2, . . . ) =
∑
G

IfG(q1, q2, . . . )

|Aut(G)|
,

If (q1, q2, . . . ) =
∑

G � ñâÿçíûé

IfG(q1, q2, . . . )

|Aut(G)|
,

ãäå â ïåðâîì ñëó÷àå ñóììèðîâàíèå èä¼ò ïî âñåì îñíàùåííûì ãðàôàì, âî âòîðîì � ïî
ñâÿçíûì îñíàùåííûì ãðàôàì.

Òîãäà åñëè ifn 6= 0 ïðè âñåõ n = 0, 1, 2, . . . , òî ïîñëå ïåðåøêàëèðîâàíèÿ ïåðåìåííûõ

qn = 2n(n−1)/2(n−1)!

ifn
pn ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ If ñòàíîâèòñÿ ðåøåíèåì èåðàðõèè ÊÏ â

ïåðåìåííûõ pn, à If◦ � τ -ôóíêöèåé èåðàðõèè ÊÏ.

Òåîðåìà EK19-2. Ïóñòü Iw : Gw → F[q1, q2, . . . ] ãðàäóèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì àëãåáðû
Õîïôà âçâåøåííûõ ãðàôîâ â àëãåáðó Õîïôà ìíîãî÷ëåíîâ îò áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåí-
íûõ, IwG(q1, q2, . . . ) � èíâàðèàíò âçâåøåííîãî ãðàôà G.

Îïðåäåëèì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Iw◦(q1, q2, . . . ) =
∑
G

IwG(q1, q2, . . . )

|Aut(G)|
,

Iw(q1, q2, . . . ) =
∑

G � ñâÿçíûé

IwG(q1, q2, . . . )

|Aut(G)|
,

ãäå â ïåðâîì ñëó÷àå ñóììèðîâàíèå èä¼ò ïî âñåì âçâåøåííûì ãðàôàì, âî âòîðîì � ïî ñâÿç-
íûì âçâåøåííûì ãðàôàì, |Aut(G)| � ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ âçâåøåííîãî ãðàôà
G.

Íè ïðè êàêîì ïåðåøêàëèðîâàíèè ïåðåìåííûõ qn = anpn, an ∈ F, an 6= 0, n = 0, 1, 2, . . . ,
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Iw◦ íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îäíî÷àñòè÷íûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ Øóðà. Áîëåå òîãî, íè ïðè êàêîì ïåðåøêàëèðîâàíèè ïåðåìåííûõ qn = anpn, an ∈ F,
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Iw◦ íå ÿâëÿåòñÿ τ -ôóíêöèåé èåðàðõèè ÊÏ â ïåðåìåííûõ pn, è,
ñëåäîâàòåëüíî, Iw íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èåðàðõèè ÊÏ.

Òåîðåìà EK21-1. Âåñîâàÿ ñèñòåìà sl2 íà ãðàôàõ ïåðåñå÷åíèé îò 1 äî 8 âåðøèí äîïóñêàåò
ïðîäîëæåíèå äî 4-èíâàðèàíòà ãðàôîâ; òàêîå ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííî.
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Òåîðåìà EK23-6. Îïåðàòîð W̃R íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå An ñàìîñîïðÿæ¼í îòíîñè-
òåëüíî çàäàííîãî íà An ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Òåîðåìà EK23-3. Äåéñòâèå îïåðàòîðà òðàíñïîçèöèè W+ äëÿ ñëó÷àÿ ðàçäåëÿþùèõ âåùå-
ñòâåííûõ êðèâûõ íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n = n+ + n− ðàñêëàäûâàåòñÿ â
ïðÿìóþ ñóììó åãî äåéñòâèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ èçîòèïè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû
Sn+ × Sn− .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôèêñèðîâàííûõ n+ è n− âû÷èñëåíèå îäíîðîäíîé ñîñòàâëÿþùåé ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèè ep

+
1 +p−1 +q1 ìîæíî âûïîëíèòü, äåéñòâóÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèì

àëãîðèòìîì:

1. íàéòè ðàçëîæåíèå äåéñòâèÿ ãðóïïû Sn+ × Sn− íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé Vn+,n− íà
íåïðèâîäèìûå;

2. äëÿ êàæäîé èç ïîäàëãåáð An+,n−,t ⊂ An+,n− àëãåáðû ïåðåõîäîâ íàéòè åå ðàçëîæåíèå â
ïðÿìóþ ñóììó àëãåáð ýíäîìîðôèçìîâ èçîòèïè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Sn+ × Sn− ;

3. ðàçëîæèòü äåéñòâèå îïåðàòîðà òðàíñïîçèöèè W+ â ïðÿìóþ ñóììó äåéñòâèé óìíîæå-
íèÿìè â êàæäîé èç àëãåáð ýíäîìîðôèçìîâ èçîòèïè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ;

4. ðàçëîæèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïî èçîòèïè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâàì;

5. âîñïîëüçîâàâøèñü çíàíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà
òðàíñïîçèöèè íà èçîòèïè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî, âûïèñàòü ðàöèîíàëüíóþ ïðîèçâî-
äÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Ãóðâèöà, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèì
èçîòèïè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà EK23-7. Äåéñòâèå îïåðàòîðà òðàíñïîçèöèè W̃R äëÿ ñëó÷àÿ íåîáÿçàòåëüíî ðàç-
äåëÿþùèõ âåùåñòâåííûõ êðèâûõ íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ äàííîé ñòåïåíè n ðàñêëà-
äûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó åãî äåéñòâèé íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ èçîòèïè÷åñêèõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ãðóïïû Sn.

Òåì ñàìûì, âû÷èñëåíèå îäíîðîäíîé ñîñòàâëÿþùåé ñòåïåíè n ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè H̃R◦ =

euW̃
R
ep1+q1/2 ìîæíî âûïîëíèòü, äåéñòâóÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì:

1. íàéòè ðàçëîæåíèå äåéñòâèÿ ãðóïïû Sn íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé Vn íà íåïðèâîäè-
ìûå;

2. äëÿ êàæäîé èç ïîäàëãåáð An,m ⊂ An àëãåáðû ïåðåõîäîâ íàéòè åå ðàçëîæåíèå â
ïðÿìóþ ñóììó àëãåáð ýíäîìîðôèçìîâ èçîòèïè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Sn;

3. ðàçëîæèòü äåéñòâèå îïåðàòîðà òðàíñïîçèöèè W̃R â ïðÿìóþ ñóììó äåéñòâèé óìíîæå-
íèÿìè â êàæäîé èç àëãåáð ýíäîìîðôèçìîâ èçîòèïè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ;

4. ðàçëîæèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïî èçîòèïè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâàì;

5. âîñïîëüçîâàâøèñü çíàíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà
òðàíñïîçèöèè íà èçîòèïè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî, âûïèñàòü ðàöèîíàëüíóþ ïðîèçâî-
äÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Ãóðâèöà, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèì
èçîòèïè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
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6 Ïóáëèêàöèè, ñîäåðæàùèå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
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