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Введение

Вопросы, связанные с полиномиальным приближением на комплексной плоскости,
стали изучатся с 1920-х годов. Принципиальным результатом 1950-х годов явля-
ется теорема С. Н. Мергеляна [1]. Начиная с 1960-х годов, данной проблематикой
занимались многие математики, упомянем для примера В. К. Дзядыка, Н. К. Ле-
бедева, Н. А. Широкова, И. А. Шевчука, В. М. Миклюкова, В. . Белого, П. М.
Тамразова, В. В. Андреевского, В. В. Маймескула, D. E. Saff, V. Totik, J. Muller,
T. Ganelius [3-6], [7-8], [9-10], [14-22], [23-25], [11].
Важной темой изучаемой в работах упомянутых математиков, являлась задача
о конструктивном описании классов аналитических в области функций и входя-
щих в какой-либо класс гладкости в замкнутой области в терминах скорости их
приближения полиномами. Для иллюстрации проблемы рассмотрим ограниченную
жорданову область D с границей Γ.
Обозначим через Hα(D) класс функций f , аналитических в D и удовлетворяющих
условию |f(z) − f(ξ)| ≤ cf |z − ξ|α, z, ξ ∈ D, 0 < α < 1. Пусть функция ξ = φ(z)

отображает C \ D на C \ D,D - единичный круг, такой, что φ(∞) = ∞, φ′(∞) >

0, z = Ψ(ξ) - обратное отображение. Для h > 0 положим Γh = Ψ((1 + h)Π),Π = ∂D
- единичная окружность.
Первые результаты о конструктивном описании класса Hα(D) для случая доста-
точно гладкой Γ [2] или кривой Γ с конечным числом углов [3], [6] формулировались
следующим образом. Для z ∈ Γ положим ρh(z) = dist(z,Γh).
Теорема А. Для того, чтобы f ∈ Hα(D), необходимо и достаточно, чтобы для
любого n = 1, 2, ... сущестовали полиномы Pn(z), degPn ≤ n и некоторая постоянная
cf , не зависящая от z и n, такие, что выполняется соотношение

|f(z)− Pn(z)| ≤ cfρ
α
1
n
(z), z ∈ Γ. (a)

Последующие усилия математиков были направлены на ослабление условий на
границу Γ, при которых критерий (а) продолжал бы выполняться. Наиболее силь-
ный результат был получен в работе [19], в которой кривая Γ предполагалась ква-
зиконформной. Параллельно с этим оказалось [13], что наличие на границе внеш-
них углов, равных нулю или 2π, может приводить к отсутствию конструктивного
описания класса Hα(D) вида (а). При этом наличие внешних для D углов, равных
2π, на кривой Γ в случае достаточной гладкости соприкасающихся в угловой точке
дуг описание (а) сохраняло конструктивное описание [6].
Наряду с конструктивным описанием классов аналитических функций в гладких
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областях рассматривалось конструктивное описание голоморфных функций в об-
ластях Cn, при n ≥ 2. [29]. Границы соответствующих областей предполагались C2

- гладкими.
Имеется промежуточная между C и Cn ситуация, именно, области на эллиптиче-
ских кривых в C2, одномерные в комплексном смысле области, погруженные в C2,
требуют для конструктивного описания классов голоморфности в них функций
полиномов от двух переменных.
Первые результаты такого рода были получены в работах [11], [12]. В этих работах
предполагалось, что граница области удовлетворяет условию соизмеримости дуги
и хорды, и изучался именно класс Hα(D) с 0 < α < 1.

Построение требуемых полиномов происходило на плоскости C, полиномы строи-
лись от двояко-периодических функций Вейерштрасса и их производных.
В настоящей диссертации конструктивно описываются классы Hr+ω(D) для моду-
лей непрерывности ω, удовлетворяющих условию Дини (в частности, для классов
Hr+α(D), r ≥ 0, 0 < α < 1) и для областей D, которые могут иметь конечное число
внешних по отношению к D углов, равных 2π. Доказывается т. н. прямая теорема
приближения для классов Cr(D).

Цели и задачи исследования

Целью исследования является построение приближения полиномами от функции
двух переменных, заданной на континууме эллиптической кривой в C2 и голоморф-
ной в его внутренности, доказательство прямой и обратной теорем приближения
двоякопериодическими функциями Вейерштрасса, а также доказательство прямой
теоремы приближения для классов Cr(D). Для решения данной задачи планиру-
ется выполнение следующих шагов:
• Вывод и доказательство прямой теоремы приближения функции двоякоперио-
дическими функциями Вейерштрасса;
• Определение и изучение рассматриваемых областей и классов функций, анали-
тических в заданных областях и непрерывных на замыкании указанных областей,
формулировка основных теорем – основного результата первой половины работы;
• Построение приближающего полинома Pn(P

′(z),P(z));
• Проведение проверки оценки величин ρn(1/n)(z) в окрестностях точек заостре-
ния;
• Завершение доказательства прямой теоремы;
• Вывод и доказательство обратной теоремы приближения функции двоякоперио-
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дическими функциями Вейерштрасса на подмножествах областей с заострениями;
• Построение приближающего полинома;
• Задание неравенства типа Бернштейна;
• Завершение доказательства обратной теоремы.
• Рассмотрение класса функций f ∈ Cr(D) (класс функций, у которых производ-
ная какого-то порядка является ограниченной).
• Доказательство прямой теоремы приближения полиномами от двояко-периодических
функций Вейерштрасса функций, аналитических в рассматриваемых областях, у
которых производная данного порядка ограничена.

Научная новизна результатов

Все выносимые на защиту результаты являются новыми.
В рамках диссертационной работы получены результаты приближения функции,
заданной на эллиптической кривой в C2 с помощью полиномов от функций Вей-
ерштрасса, а также их производных. Поставлена и доказаны прямая и обратная
теоремы о приближении указанного типа функций, доказана прямая теорема при-
ближения для классов функций Cr(D). Принципиальное значение играет то, что
задача приближения была перенесена на плоские области, а само приближение
представлено при помощь функций Вейерштрасса.

Теоретическая и практическая значимость результатов

Работа имеет теоретический характер. Результаты диссертации могут быть ис-
пользованы при дальнейших исследованиях полиномиальной аппроксимации на
подмножествах эллиптических кривых.

Методология и методы исследования

Для получения заявленных результатов была применена теория эллиптических
функций, конкретно теория функций Вейерштрасса, теория аппроксимации, а так-
же свойства конформных отображений областей на внешность круга.

Положения, выносимые на защиту

1. Получена прямая теорема приближения функций из класса Hr+ω(D) полино-
мами от двояко-периодических функций Вейерштрасса для областей D, которые
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могут иметь конечное число внешних по отношению к D граничных углов, равных
2π.
2. Получена обратная теорема приближения для функций из класса Hr+ω(D) для
упомянутых выше областей.
3. Получена прямая теорема приближения для классов Cr(D).

Достоверность результатов

Достоверность полученных результатов обеспечивается строгими математически-
ми доказательствами.

Структура и объем работы

Диссертация состоит из введения, 3 глав и заключения.
Полный объем диссертации составляет 61 страницу. Список литературы содержит
35 наименования.

Личный вклад автора

Все результаты диссертационной работы получены автором самостоятельно.
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1 Содержание работы

В первой главе формулируется и доказывается прямая теорема приближения
функции, заданной на эллиптической кривой при помощи полиномов Вейерштрас-
са.
Пусть Q - параллелограмм на комплексной плоскости C с вершинами 0, 2ω1, 2ω2,

2ω3
def
= 2(ω1 + ω2), Im

ω2

ω1
> 0,P - классическая функция Вейерштрасса с периодами

2ω1, 2ω2 [2, Гл.1]. Q̊ - внутренность Q,D - жорданова область, на границу которой
ниже будут наложены некоторые условия, D ⊂ Q̊.
Пусть ω : {x ∈ R : x ≥ 0} → {x ∈ R : x ≥ 0} – строго возрастающая функция,
ω(0) = 0, которую мы будем рассматривать в качестве модуля непрерывности.
Через Hω(D) обозначим множество функций, аналитических в D, непрерывных в
D, для которых выполнено соотношение |f(z1)− f(z2)| ≤ cfω(|z1− z2|), для любых
z1, z2 ∈ D.
Пусть Hω+r(D) - множество функций, аналитических в D и таких, что f (r) ∈
Hω(D); Hω+0(D)

def
= Hω(D).

Мы предполагаем, что модуль непрерывности ω(t) удовлетворяет неравенству:∫ x

0

ω(t)

t
dt+ x

∫ ∞

x

ω(t)

t2
dt ≤ cω(x), x > 0.

Предполагаем, что жорданова область D обладает следующими свойствами:
1) имеется конечное число точек z1, ..., zm ∈ Γ

def
= ∂D,m ≥ 1, и их окрестностей

Ω1, ...,Ωm, zj ∈ Ωj, таких, что Ωk ∩ Ωl = ∅, k ̸= l;
2) дуги Γ1, ...,Γm лежат на Γ,Γj ⊂ Γ\

⋃m
r=1 Ωr, Γk

⋂
Γl = ∅, k ̸= l,

⋃m
j=1 Γj = Γ\

⋃m
r=1Ωr

и концы Γj - точки z02j−1 и z02j, причем zj, z
0
2j−1, z

0
2j, zj+1 следуют в порядке поло-

жительного обхода кривой Γ, zm+1
def
= z1. Предполагаем, что существует b > 0, где

Γ(ξ1, ξ2) - дуга с концами ξ1, ξ2, содержащаяся в дуге кривой Γ, с концами z02j и
z02j−1, не содержащей точку zj, выполнено соотношение

|Γ(ξ1, ξ2)| ≤ b|ξ2 − ξ1|. (b)

Далее условие b) мы будем называть условием соизмеримости длины дуги и хорды.
Дуга Γ с концами в точках z02j−1 и z02j−2, содержащая точку zj, имеет касательную
в каждой точке.
Дуги Γ(z02j−1, zj) ⊂ Ωj, Γ(zj, z02j−2) ⊂ Ωj обладают следующим свойством: если Θ(ξ)

- угол наклона ориентированной касательной к Γ в положительном направлении
вещественной оси, то с некоторыми b1 > 0, σ > 0 имеется соотношение
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|Θ(ξ2)−Θ(ξ1)| ≤ b1|ξ2 − ξ1|σ, (c)

в случае, когда Γ(ξ1, ξ2) ⊂ Γ(z02j−1, zj) или Γ(ξ1, ξ2) ⊂ Γ(zj, z
0
2j−2). Внешний по отно-

шению к D угол η∗ между касательными к дугам Γ(z02j−1, zj) и Γ(zj, z
0
2j−2) в точке

zj равен
η∗ = 2π, j = 1...m.

Обозначим через φ(z) функцию, которая конформно отображает C\D на внеш-
ность единичного круга D так, что φ(∞) = ∞, φ′(∞) > 0, z = Ψ(ξ) - обратное
отображение. Для t > 0 положим Γ1+t

def
= {z ∈ C : z = Ψ(ξ), |ξ| = 1 + t}, для z ∈ Γ

полагаем ρt(z)
def
= dist(z,Γ1+t).

Основной результат:
Теорема 1.1. Пусть D удовлетворяет указанным выше условиям, модуль непре-
рывности ω удовлетворяет соотношению (1), f ∈ Hω+r(D), r ∈ Z, r ≥ 0. Тогда
существует постоянная c = c(f) такая, что при n = 1,2... найдется полином
Pn(u, v) от двух переменных, degPn ≤ n, такой, что справедливо соотношение:

|f(z)−Pn(P(z),P′(z))| ≤ cρr1
n
(z)ω(ρ 1

n
(z)), z ∈ Γ.

Доказательству теоремы 1.1 посвящена первая глава работы.
Вспомогательные выводы и утверждения:
Лемма 1. Пусть Qt

def
= ω3 + t(Q − ω3) – параллелограмм с центром в точке

ω3 и сторонами длины 2t|ω1|, 2t|ω2|, 0 < t < 1. Пусть выполнено условие D ⊂ Qt.
Пусть функция F аналитична в Qt, принадлежит в Qt классу H1+α, кроме того,
F (z) = F (2ω3 − z) для произвольного z ∈ Qt. Тогда для произвольного n можно
указать полином Qn, degQn ≤ n, такой, что

|F (z)−Qn(P(z))| ≤ c · n−(α+1),

|F ′(z)− (Qn(P(z)))′| ≤ c · n−α, z ∈ Qt

Следующая теорема в духе результатов Е. М. Дынькина [7], но у него она не встре-
чается для областей, которые рассматриваются в данной работе.
Теорема 1.3. Существует продолжение f0 функции f в C \D такое, что
1. f0 ∈ C(C), f0 ∈ C1(C \D), f0(z) = 0, при |z| ≥ R0.
2. |f ′

0z(z)| ≤ c · distr−1(z,Γ)ω(dist(z,Γ)), c не зависит от z, z ∈ C \D.
Как показано в диссертации (см. главу 1, стр. 20) можно определить полином
Qm0(u) так, чтобы функция s(z) = P′(z)Qm0(P(z)) была однолистной в паралле-
лограмме Qt. 6



Лемма 2. Для z ∈ D справедливо соотношение

f(z) = − 1

π

∫
Qt\D

f ′
0ξ
(ξ)s′(ξ)

s(ξ)− s(z)
dA(ξ),

где dA - двумерная мера Лебега.
Доказательство леммы 2 основано на использовании свойств функции f0, свойств
модуля непрерывности, а также на применении формулы Коши. Положим G =

s(D), функция Φ конформно отображает C\G на C\D так, что Φ(∞) = ∞ , Φ′(∞)

> 0, ψ - обратное к Φ отображение.
Для t ∈ C \G,Θ ∈ [0; 2π], R > 1 положим

tR,Θ
def
= ψ(Re−iΘΦ(t)), tR

def
= tR,0 = tR(t)

Для w ∈ G, t ∈ C \G полагаем R = 1 + 1
n

и Kn(w, t, R,Θ)
def
=

k∑
ν=1

(tR,Θ − t)ν−1

(tR,Θ − w)ν
,

Πn(w, t) = Cn,q

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

K(w, t, R,Θ) dΘ,

Pn(P(z),P′(z)) = − 1

π

∫
Qt\D

f ′
0ξ
(ξ)s′(ξ)Πn(s(z), s(ξ)) dA(ξ).

Далее существенно получить оценки для выражений (tR,Θ − t) и (tR,Θ − ω).
Применяются следующие результаты.
Лемма 3. [3].Существует абсолютная постоянная c > 1 такая, что для R =

1 + 1
n
, n ≥ 1, |Θ| ≤ π при t ∈ C \ G, τ ∈ G справедливы оценки

c−1(n|Θ|+ 1)−4|tR − τ | ≤ |tR,Θ − τ | ≤ c(n|Θ|+ 1)4|tR − τ |.

Лемма 4. [5, Гл. 9], [9, Гл. 2]. Пусть Ω ⊂ C - жорданова область z0 ∈ ∂Ω, f
аналитична в Ω, непрерывна в Ω и удовлетворяет условию

|f(z)| ≤M

(
1 +

|z − z0|
ρ

)A

,

при A > 0 и z ∈ ∂Ω. Тогда при z ∈ Ω, |z − z0| ≤ ρ справедливо соотношение

|f(z)| ≤ CA
0 M,

где C0 не зависит от области Ω,M и функции f .
Для окончания доказательства теоремы 1.1 нужна функция M(τ), которая равна
M(τ) = |f ′

0ξ
(λ(τ)| · |λ′(τ)|, τ ∈ Qt, где λ(τ) - обратное отображение к отображению

s(ξ).
7



0 ≤M(τ) ≤ Cf |λ(τ)|distr−1(λ(τ), ∂D))ω(dist(λ(τ), ∂D))

≤ b20dist
r−1(τ, ∂G)ω(dist(τ, ∂G)), τ ∈ s(Qt \D). (d)

Благодаря ранее выясненным свойствам этой функции, а именно формуле (d), к
ней можно применить известный в литературе результат, содержащийся в следу-
ющей лемме (лемма 5).
Применение леммы 5 заканчивает процедуру оценок приближения функции по-
стоенными полиномами.
Лемма 5. Для любой функции M , заданной на множестве C \G и удовлетворя-
ющей условиям (d), при t∗0 ∈ ∂G и ρ0 > 0 справедлива оценка∫

Bρ0 (t
∗
0)

M(τ)

|τ − t∗0|
dA(τ) ≤ CMρ

r
0ω(ρ0).

Во второй главе работы приведена формулировка и доказательство обратной
теоремы приближения.
Определим эллиптическую кривую, пусть E = {(ζ, η) ∈ C2 : η2 = 4ζ3 − g2ζ − g3} ⊂
C2

ζ,η. Указанная кривая (с добавленной точкой на бесконечности) биголоморфно
параметризуется подходящим комплексным тором C \ (2ω1Z + 2ω2Z) c помощью
вектор-функции T (z) = (P(z),P′(z)).

Зададим параллелограмм периодов функции Вейерштрасса, пусть Q = {z ∈ C
: z = 2ω1α1 + 2ω2α2, α1, α2 ∈ [0, 1)} - параллелограмм периодов функции P(z).
Пусть область D - жорданова область, определенная в главе 1.
Зададим веса приближений доказываемых теорем. Пусть Φ - конформное отобра-
жение множества C\D на C\ {|z| ≤ 1}, где Φ(∞) = ∞,Φ′(∞) > 0, и пусть Ψ = Φ−1

- обратное отображение. Обозначим L1+t = Ψ(|z| = 1 + t), где t > 0, и пусть

δn(z) = dist(z, L1+1/n), z ∈ Γ.

Тогда взаимнооднозначное отображение параллелограмма Q на E будем опреде-
лять следующим образом

T (z) = (P(z),P′(z)) (e)

Обозначим
δn(ζ, η) = δn(T

−1(ζ, η)).

Положим G = T (D).

Пусть функция Y (ζ, η) определена на области G. Будем говорить, что функция
Y (ζ, η) ∈ Hω+r(G), если функция Y (T (z)), определенная на множестве D, принад-
лежит Hω+r(D).
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Основной результат:
Теорема 2.1. Пусть D - односвязная область (определенная в пунктах (b) и (c)
на стр. 5), D ⊂ IntQ ⊂ C, и пусть G = T (D), G ⊂ E ⊂ C2, где преобразование
T (z) определено в (e). Если некоторая голоморфная в G функция F : G → C,
может быть приближена последовательностью полиномов Pn(ζ, η), degPn ≤ n,
двух переменных так, что для некоторой постоянной C(F,G) при произвольном
n ∈ N выполняются неравенства

|F (ζ, η)− Pn(ζ, η)| ≤ C(F,G)δrn(ζ, η)ω(δn(ζ, η))

при (ζ, η) ∈ ∂G, то F ∈ Hω+r(G).
Теорема 2.1 получается из следующего результата.
Теорема 2.2. Пусть D - односвязная область (определенная в пунктах (b) и (c)
на стр. 5), D ⊂ IntQ,Γ = ∂D. Пусть f : D → C. Если найдется такая последо-
вательность полиномов двух переменных Pn(ζ, η), degPn ≤ n, что для некоторой
постоянной C(F,D), независящей от n, выполняются неравенства

|f(z)− Pn(P(z),P′(z))| ≤ C(F,D)δrn(z)ω(δn(z)), (f)

при z ∈ Γ, то функция f принадлежит классу Hω+r(D).
Доказательство теоремы 2.2 требует установить вариант неравенства Бернштейна.
Теорема 2.3. Пусть D - описанная выше область, D ⊂ IntQ,Γ = ∂D. Для про-
извольного полинома двух переменных qn(ζ, η), degqn ≤ n, для которого выполнено
неравенство

|qn(P(z),P′(z))| ≤ δrn(z)ω(δn(z)),

при z ∈ Γ, справедливо также неравенство

|q′n(P(z),P′(z))| ≤ C(D)δr−1
n (z)ω(δn(z)),

при z ∈ Γ.
Рассмотрим сигма-функцию Вейерштрасса σ(u), определяемую выражением

log
σ(z)

z
= −

∫ z

0

(∫ v

0

(
P(η)− 1

η2

)
dη

)
dv

Согласно [2, гл. 1], σ(z) - целая функция, имеющая простые нули в вершинах сетки
периодов (т.е. в точках 2ω1n1 + 2ω2n2, где n1, n2 ∈ Z), для которой справедливо
выражение g).
Выберем натуральное m и целые числа k01, k02 так, чтобы ω0 def

=
2k01ω1+2k02ω2

m
∈ D.

Рассмотрим функцию
9



I(z) =
σ(z − ω0)m

σ(z)m−1σ(z + 2k01ω1 + 2k02ω2)
,

пусть величины ηi, i = 1, 2 - параметры функции Вейерштрасса,

σ(z + 2ωi) = −e2ηi(z+ωi)σ(z), i = 1, 2. (g)

Заметим, что I(z) имеет нуль кратности m в точке ω0 и полюс порядка m − 1 в
точке 0. Также из (g) следует, что

I(z + ωi) = Ie2ηi(mω0−2k01ω1−2k02ω2) = I(z), i = 1, 2,

т.е. I(z) - двоякопериодическая функция с периодами 2ω1, 2ω2. Пусть множество
Ω = Ω(D) получается из области D преобразованиями z → z + 2ω1n1 + 2ω2n2 :

Ω = {z : z = 2ω1n1 + 2ω2n2 + zD, zD ∈ D,n1, n2 ∈ Z}

Целью данного параграфа является построение гармонической в C \ Ω функции
V (z), принимающей на ∂Ω значения, равные

VI(z) = −log|I(z)|.

Воспользуемся решением вспомогательной задачи Дирихле. При произвольном на-
туральном L рассмотрим параллелограмм

QL = {z : z = 2ω1k1 + 2ω2k2, k1, k2 ∈ R, |k1| ≤ L, |k2| ≤ L}.

Далее рассмотрим функцию wL(z), гармоническую в областиQL\Ω и непрерывную
вплоть до ее границы, удовлетворяющую следующим граничным условиям:

wL(z) =

1, z ∈ ∂QL,

0, z ∈ ∂Ω
⋂
QL.

Вспомогательные выводы и утверждения:
Лемма 6. В произвольной ограниченной области Ω̃, Ω̃ ⊂ C \ Ω,

wL(z) ⇒ 0, L→ ∞.

Пользуясь принципом максимального модуля, свойствами функции σ(z) приходим
к доказательству леммы 6.
Положим

Vmin = min
z∈∂D

VI(z), Vmax = max
z∈∂D

VI(z).

Пусть V +
L (z), V −

L (z) - решения задачи Дирихле в области QL \ Ω со следующими
граничными условиями:
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V +
L (z) =

Vmax, z ∈ ∂QL.

VI(z), z ∈ ∂Ω.

V −
L (z) =

Vmin, z ∈ ∂QL.

VI(z), z ∈ ∂Ω.

Из принципа максимума вытекает, что при L → ∞, V +
L (z) - убывающее, а V −

L (z) -
возрастающее семейство функций.
И далее, применяя результаты леммы 6, приходим к выводу, что существуют пре-
делы

lim
L→∞

V +
L (z) = lim

L→∞
V −
L (z) = V (z),

и функция V (z) - гармоническая в C \ Ω.
Далее устанавливаются некоторые ограничения на рост полиномов от P,P′, вблизи
полюсов функций P,P′.
Пусть, δn(z) определено выше и функция w(z) : Γ → R. Сформулируем условия на
функцию w(z), которые приводятся в тексте диссертации (глава 2, стр. 42):
1. w(z) > A1n

−A2 , A1 = A1(D) > 0, A2 = A2(D) > 0;
2. Для точек z1, z2 ∈ Γ, где |z1 − z2| ≤ δn(z1), справедливо соотношение w(z2) ≍
w(z1), причем постоянные соизмеримости зависят только от области D, но не от
точек z1, z2;
3. Для некоторых положительных постоянных k1 = k1(D), C1 = C1(D) и постоян-
ных точек z1, z2 ∈ Γ справедливо неравенство

w(z2) ≤ C1w(z1)

(
|z2 − z1|
δn(z1)

+ 1

)k1

.

Сформулируем следующую лемму.
Лемма 7. Пусть функция w(z) удовлетворяет условиям (1)-(3). Тогда найдется
некоторое число ε0 > 0 такое, что для произвольного многочлена двух перемен-
ных qn(ζ, η), degqn ≤ n, удовлетворяющего неравенству

|qn(P(z),P′(z))| ≤ w(z),

при z ∈ Γ будет справедливо неравенство:

|qn(P(z),P′(z))| ≤ C2e
C3n,

при z ∈ Qε0, где Qε0 = C \ (Ω∪
⋃

n1,n2∈Z

{|z − 2ω1n1 − 2ω2n2| < ε0}), C2 = C2(D), C3 =

C3(D).
11



Лемма 8. ([4], П. М. Тамразов) Пусть задана ограниченная область J ⊆ D. Тогда
найдется постоянная C4 = C4(J) такая, что для произвольных положительных
постоянных k, a, b и для произвольной субгармонической в области J функции
h(z), удовлетворяющей неравенству

h(ζ) ≤ klog(a|ζ − z0|+ b), ζ ∈ ∂J, z0 ∈ G,

справедливо неравенство

h(ζ) ≤ k[log(a|ζ − z0|+ b) + C4], ζ ∈ J.

Лемма 9. Пусть функция w(z) удовлетворяет условиям 1)-3), а многочлен qn(ζ, η)
удовлетворяет условиям леммы 7. Тогда существует постоянная C5 = C5(D)

такая, что для произвольной точки z0 ∈ Γ справедливо неравенство

|qn(P(ζ),P′(ζ))| ≤ C5w(z0),

если |ζ − z0| = δn(z0).

Теорема 2.3′. Пусть D - область, определенная в п.1, функция w(z) удовлетворя-
ет условиям 1)-3). Для произвольного полинома двух переменных qn(ζ, η), degqn ≤
n, для которого выполнено неравенство

|qn(P(z),P′(z))| ≤ w(z),

при z ∈ Γ, справедливо также неравенство

|q(k)n (P(z),P′(z))| ≤ Ck
w(z)

δkn(z)
,

при z ∈ Γ.

Для завершения доказательства теоремы 2.1 в соответствии с теоремой Тамразова
достаточно доказать следующее неравенство

|f (r)(z1)− f (r)(z2)| ≤ Cfω(|z1 − z2|),

для z1, z2 ∈ Γ.

Обозначим для краткости Pn(z) = Pn(P(z),P′(z)), где Pn(P,P
′) взяты из формулы

(f).

Доказательство проходит с использованием выводов теоремы 2.2 и теоремы 2.3′.
Определенным образом выберем натуральное L и полагаем, что ∆n(z) = PLn+1(z)−
PLn(z). Проведя некоторые рассуждения, получаем, что функция

f (r)(z) = P
(r)
L (z) +

∞∑
n=1

∆(r)
n (z),
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непрерывна.
Имеем

|f (r)(z1)− f (r)(z2)| ≤ |P (r)
L (z1)− P

(r)
L (z2)|+

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(∆(r)
n (z1)−∆(r)

n (z2))

∣∣∣∣∣ (h)

Вввиду особенностей построения полинома PL(z) выводим следующее соотноше-
ние:

|P (r)
L (z1)− P

(r)
L (z2)| ≤ C ′

13|z1 − z2| ≤ C13ω(z1 − z2)

Далее проводим оценку второго слагаемого из (h) и получаем следующее пред-
ставление:

N0∑
n=1

|∆(r)
n (z1)−∆(r)

n (z2)| ≤ C15|z1 − z2|
N0∑
n=0

ω(δLn(z1))

δLn(z1)
.

Использую результаты теоремы 2.3′, геометрические свойства рассматриваемых
областей, а также определение модуля непрерывности ω(t), получаем∣∣∣∣∣

N0∑
n=0

(∆(r)
n (z1)−∆(r)

n (z2))

∣∣∣∣∣ ≤ C16
ω(δLN0 (z1))

δLN0 (z1)
|z1 − z2| ≤ C16ω(|z1 − z2|),

где C16 = C16(D). И далее∣∣∣∣∣
∞∑

n=N0+1

(∆(r)
n (z1)−∆(r)

n (z2))

∣∣∣∣∣ ≤ C17

∞∑
n=0

1

rnε0
ω(δN0+1

L (z1)) ≤

≤ C18ω(δ
N0+1
L (z1)) ≤ C19ω(|z1 − z2|).

Полученные результаты при учете всех предыдущих рассуждений доказывают вы-
вод теоремы 2.2.
В третьей главе мы рассмотрим приближение полиномами от двояко-периодических
функций Вейерштрасса для функций, аналитических в области и непрерывных в ее
замыкании. Эта задача тесно связана с приближением голоморфными полиномами
от двух переменных функции, голоморфной в области на эллиптической кривой.
Предпологаем, что у всей границы области D на плоскости длина дуги соизмерима
с длиной хорды (см. условие b) на стр. 4). Данное условие переносится и на область
T (D) на эллиптической кривой. Возможность получения оценки приближения по-
линомами от функий P(z),P′(z), которая согласуется с т.н. обратной теоремой,
т. е. с восстановлением гладкости функции по скорости приближения, была по-
лучена (в главе 1) для классов аналитических в области функций, у которых в
замыкании области производная заданного порядка имеет модуль непрерывности
гельдеровского типа, при этом порядка, меньшего единицы.
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Метод приближения, применяемый ранее, не давал возможности изучать классы
аналитических функций, у которых производная какого-то порядка ограничена. В
настоящей главе мы используем другой метод аппроксимации для приближения
полиномами от двояко-периодических функций Вейерштрасса функций, аналити-
ческих в области, у которых производная данного порядка ограничена.
Пусть P(z) - двояко-периодическая функция Вейерштрасса с периодами 2ω1, 2ω2,
Q = {z ∈ C : z = 2t1ω1 + 2t2ω2, 0 < t1 < 1, 0 < t2 < 1} - параллелограмм периодов
функции P(z). Область D - односвязная область. Для Qt = ω1+ω2+t(Q−ω1−ω2),

но 0 < t < 1, t выберем так, чтобы D ⊂ Qt,Γ = ∂D.

Предполагаем, что Γ удовлетворяет следующему условию: существует b > 0, не
зависящее от z1, z2 ∈ Γ, такая, что, по крайней мере, для одной из дуг Γ с концами
z1 и z2, которую мы обозначим Γ(z1, z2), ее длина не превосходит ведичин b·|z2−z1|.
Далее длину дуги α будем обозначать |α|.
Пусть r - натуральное. Обозначим через Cr

A(D) следующий функциональный класс:
Cr

A(D) = {f : f аналитична в D и существует постоянная cf такая, что |f (r)(z)| ≤
cf , z ∈ D}. Известно [29, гл. 7], что для f ∈ Cr

A(D) для почти всех z0 ∈ Γ относи-
тельно длины кривой Γ существуют некасательные пределы у функции f (r)(z) и
они ограничены величиной cf .
Основной результат:
Теорема 3.1. Пусть f ∈ Cr

A(D). Тогда существует постоянная c∗f , не завися-
щая от n и z, и для любого n = 1, 2, ... существует полином Pn(u, v) от двух
переменных, degPn ≤ n, такие, что справедливо соотношение

|f(z)− Pn(P(z),P′(z))| ≤ c∗fρ
r
1
n
(z), z ∈ ∂D.

Замечание 3. Клас функций Cr
A(D) можно трактовать, как класс функций f ,

аналитичных в D, у которых f (r−1) имеет в D модуль непрерывности ω(δ) = c ·δ.
Доказательство прямой теоремы в главе 1 для такого модуля непрерывности не
проходит, в настоящей главе мы применяем другой метод приближения.
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Заключение

Основные результаты диссертационной работы состоят в следующем:
1. Для функций f из классов аналитических функций Hr+ω(D), где модуль непре-
рывности ω удовлетворяет условию Дини, а граница области D ⊂ C содержит
конечное число внешних по отношению к D углов, равных 2π, построены полино-
мы от двух переменных Pn, таких, что |f(z) − Pn(P(z),P′(z))| при z ∈ ∂D имеют
убывания, согласующуюся с обратным утверждением. Здесь P - фиксированная
двояко-периодическая функция Вейерштрасса.
2. Доказано обратное утверждение к п. 1, именно, если функция f при z ∈ ∂D

приближена со скоростью, упоминаемой в п. 1, то f ∈ Hr+ω(D).

3. Для областей D, длина дуги граница которой соизмерима с длиной хорды, и
для функции f , аналитической в D и удовлетворяющей условию |f (r)(z)| ≤ cf , z ∈
D, r ≥ 1, построен полином Pn, такой, что Pn(P(z),P′(z)) приближает функцию f

при z ∈ ∂D со скоростью, получаемой в п. 1 для ω(t) = t и r − 1 вместо r.
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