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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Öåíòðàëüíûìè îáúåêòàìè äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ïîÿâèâøèåñÿ â ïîñëåä-

íåå äåñÿòèëåòèå íåñêîëüêî íîâûõ ìîäèôèêàöèé êëàññè÷åñêîé òðàíñïîðò-

íîé çàäà÷è Êàíòîðîâè÷à:

� íåëèíåéíàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à è â ÷àñòíîñòè òðàíñ-

ïîðòíàÿ çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à ñ óñëîâíûìè ìåðàìè,

� íåëèíåéíàÿ òðàñíïîðòíàÿ çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà

ïëîòíîñòü,

� òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à ñ ôèêñèðîâàííûì áàðèöåíòðîì.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ. Ðå-

çóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ

êîíôåðåíöèÿõ:

1. 6-ÿ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêàÿ ìîëîä¼æíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè âå-

ðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå

2. III Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, äèíà-

ìè÷åñêèå ñèñòåìû, áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç¿, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ

Â.Ñ. Âëàäèìèðîâà, 100-ëåòèþ Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà è 85-ëåòèþ Î.Ã. Ñìîëÿ-

íîâà.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû àâòîðîì

ñàìîñòîÿòåëüíî è îïóáëèêîâàíû â äâóõ ðàáîòàõ â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷-

íûõ æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â áàçû äàííûõ SCOPUS è Web of Science:

� V.I. Bogachev, A.V. Rezbaev, Existence of solutions to the nonlinear

Kantorovich problem of optimal transportation, Mathematical Notes

112:3 (2022), 369�377.

� V. I. Bogachev, S. N. Popova, A. V. Rezbaev, On nonlinear Kantorovich

problems with density constraints, Moscow Mathematical Journal 23:3

(2023), 285�307.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 58 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé

îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 76 ñòðàíèö.
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Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à

Íàïîìíèì ñîâðåìåííóþ ïîñòàíîâêó êëàññè÷åñêîé òðàíñïîðòíîé çà-

äà÷è Êàíòîðîâè÷à (èçíà÷àëüíóþ ïîñòàíîâêó è íåêîòîðûå ýêîíîìè÷åñêèå

ïðåäïîñûëêè çàäà÷è ñì., íàïðèìåð, â îðèãèíàëüíûõ ðàáîòàõ Ë.Â. Êàí-

òîðîâè÷à è Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à â ñîàâòîðñòâå ñ Ã.Ø. Ðóáèíøòåéíîì [1],

[2], [3], [4], [5], [6]). Ïóñòü äàíû âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà (X,BX , µ) è

(X,BY , ν) è íåîòðèöàòåëüíàÿ BX⊗BY -èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ h, êîòîðàÿ íà-

çûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñòîèìîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Π(µ, ν) ìíîæåñòâî âñåõ

âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà ïðîñòðàíñòâå (X × Y,BX ⊗ BY ), èìåþùèõ ïðî-

åêöèè µ è ν íà ñîìíîæèòåëè (òàêèå ìåðû íàçûâàþòñÿ òðàíñïîðòíûìè

ïëàíàìè), ò.å. ìåð σ, äëÿ êîòîðûõ

σ(A× Y ) = µ(A), A ∈ BX , σ(X ×B) = ν(B), B ∈ BY .

Ìåðû µ è ν íàçûâàþòñÿ ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Çàäà÷à Êàí-

òîðîâè÷à ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà∫
X×Y

h(x, y)σ(dx dy)

ïî ìåðàì σ ∈ Π(µ, ν). Åñëè ñóùåñòâóåò ìåðà, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìè-

íèìóì, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à èìååò ðåøåíèå, à ñàìó ýòó

ìåðó íàçûâàþò îïòèìàëüíûì ïëàíîì. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à Êàíòîðîâè-

÷à èìååò ðåøåíèå ïðè äîñòàòî÷íî øèðîêèõ óñëîâèÿõ. Íàïðèìåð, ðåøåíèå

ñóùåñòâóåò, åñëè X è Y � âïîëíå ðåãóëÿðíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàí-

ñòâà, ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàäîíîâñêèìè ìåðàìè, à

ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè h îãðàíè÷åíà è ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó (ñì. [10]). Â

îáùåì æå ñëó÷àå èìååòñÿ èíôèìóì

Kh(µ, ν) = inf
σ∈Π(µ,ν)

∫
X×Y

h(x, y)σ(dx dy).

1 Íåëèíåéíàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à

Ýòà ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà íåëèíåéíîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷å
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Êàíòîðîâè÷à, è çàäà÷å Êàíòîðîâè÷à ñ óñëîâíûìè ìåðàìè â ÷àñòíîñòè. Â

ïåðâîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ ïîñòàíîâêà íåëèíåéíîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è,

âî âòîðîì äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, äàþùàÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è. Öåíòðàëüíûì îáúåêòîì òðåòüåãî ïà-

ðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à ñ óñëîâíûìè ìåðàìè, ñïåöèôèêà

êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â îñîáîì âèäå çàâèñèìîñòè ôóíêöèè ñòîèìîñòè îò

òðàíñïîðòíîãî ïëàíà (÷åðåç óñëîâíûå ìåðû). Òàì æå íàìè äîêàçûâàåòñÿ

òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ òàêîé çàäà÷è. Îáå òåîðåìû äîêàçûâàþòñÿ

äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé ñòîèìîñòè è ïðîñòðàíñòâ X è

Y . Ñëó÷àé ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâ ðàññìîòðåí â ðàáîòå [8].

1.1 Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à

Â ñàìîì îáùåì âèäå íåëèíåéíàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à

ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàíû äâà âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâà

(X,A, µ) è (Y,B, ν). Ïóñòü Π(µ, ν) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð

íàX×Y , çàäàííûõ íàA⊗B è èìåþùèõ ïðîåêöèè µ è ν íà ñîìíîæèòåëè,

ò.å. äëÿ êàæäîé ìåðû σ ∈ Π(µ, ν) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

σ(A× Y ) = µ(A), A ∈ A, σ(X ×B) = ν(B), B ∈ B.

Ìíîæåñòâî Π(µ, ν) íå ïóñòî, ïîñêîëüêó âñåãäà ñîäåðæèò ìåðó µ ⊗ ν.

Ïóñòü òàêæå çàäàíà íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ h : X×Y ×Π(µ, ν) → R,
íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé ñòîèìîñòè, êîòîðàÿ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì

σ ∈ Π(µ, ν) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáð A⊗B è B(R). Òîãäà íåëè-
íåéíàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäó-

þùåì âèäå: ∫
X×Y

h(x, y, σ)σ(dx dy) → min, σ ∈ Π(µ, ν).

Ìåðû µ è ν íàçûâàþòñÿ ìàðãèíàëàìè èëè ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäå-

ëåíèÿìè, à ìåðû èç Π(µ, ν) � äîïóñòèìûìè ïëàíàìè. Åñëè ñóùåñòâóåò

ìåðà σ0, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì â íåëèíåéíîé çàäà÷å Êàíòîðî-

âè÷à, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, à ñàìó ìåðó íàçûâàþò
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îïòèìàëüíûì ïëàíîì. Â îáùåì æå ñëó÷àå èìååòñÿ èíôèìóì

Kh(µ, ν) = inf
σ∈Π(µ,ν)

∫
X×Y

h(x, y, σ)σ(dx dy).

Äëÿ âïîëíå ðåãóëÿðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ÷åðåç

Pr(X) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ðàäîíîâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð

íà X, ò. å. òàêèõ áîðåëåâñêèõ ìåð µ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî áîðåëåâñêîãî ìíî-

æåñòâà B è âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîìïàêò K ⊂ B c µ(B\K) ≤ ε. ×åðåç

B(X) áóäåì îáîçíà÷àòü σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêî-

ãî ïðîñòðàíñòâà X, à ÷åðåç Ba(X) åãî áýðîâñêóþ σ-àëãåáðó, êîòîðàÿ ïî-

ðîæäàåòñÿ âñåìè íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè íàX. Â ñëó÷àå âïîëíå ðåãó-

ëÿðíîãî ñóñëèíñêîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ba(X) = B(X)

(ñì. [9], òåîðåìà 6.7.7). Ïðîñòðàíñòâî Pr(X) íàäåëÿåòñÿ ñëàáîé òîïîëî-

ãèåé, êîòîðàÿ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå çíàêîïåðåìåííûõ ðàäîíîâñêèõ ìåð

ïîðîæäàåòñÿ ñåìåéñòâîì âñåõ ïîëóíîðì âèäà

pf(µ) =

∣∣∣∣∫
X

f dµ

∣∣∣∣,
ãäå f � îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà X.

Ìíîæåñòâî ìåð M ⊂ Pr(X) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ïëîòíûì, åñëè

äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîìïàêò K ⊂ B c µ(B\K) ≤ ε äëÿ âñåõ

µ ∈ M .

1.2 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è

Êàíòîðîâè÷à

Ýòîò ïàðàãðàô ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè

ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è Êàíòîðîâè÷à äëÿ äîñòàòî÷-

íî øèðîêèõ êëàññîâ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ è ôóíêöèé ñòîèìîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 1. Ïóñòü X � âïîëíå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî, Π � ðàâíî-

ìåðíî ïëîòíîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Pr(X), ôóíêöèÿ

h : X × Π → [0,+∞)
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ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà ìíîæåñòâàõ âèäà K×Π, ãäå K � êîìïàêò â X.

Òîãäà ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ôóíêöèÿ

Jh(σ) =

∫
X

h dσ, Π → [0,+∞].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X è Y � âïîëíå ðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà, µ è

ν � ðàäîíîâñêèå ìåðû íà X è Y ñîîòâåñòâåííî è h ïîëóíåïðåðûâíà

ñíèçó íà ìíîæåñòâàõ âèäà K×Π(µ, ν), ãäå K � êîìïàêò â X×Y . Òîãäà

ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé ïëàí.

1.3 Çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à ñ óñëîâíûìè ìåðàìè

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ìû ïðîäîëæàåì ðàññìàòðèâàòü íåëèíåéíûå

òðàíñïîðòíûå çàäà÷è Êàíòîðîâè÷à, íî âñå âíèìàíèå áóäåò ñêîíöåíòðè-

ðîâàíî íà ñëó÷àå ôóíêöèé ñòîéìîñòè ñïåöèàëüíîãî âèäà

h : X × Y × P(X × Y ) → R, h(x, y, σ) = h(x, σx).

Íåëèíåéíûå òðàíñïîðòíûå çàäà÷è ñ ôóíêöèÿìè ñòîèìîñòè òàêîãî âè-

äà ìû áóäåì íàçûâàòü òðàíñïîðòíûìè çàäà÷àìè Êàíòîðîâè÷à ñ

óñëîâíûìè ìåðàìè. Ïîñêîëüêó òåïåðü ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè h çàâèñèò

îò òðàíñïîðòíûõ ïëàíîâ σ ÷åðåç óñëîâíûå ìåðû, ÷òî ìîæåò íàðóøàòü

åå íåïðåðûâíîñòü íà ìíîæåñòâàõ âèäà K × Π(µ, ν), ãäå K � êîìïàêò â

X × Y , òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ íàì

ïðèäåòñÿ íàêëàäûâàòü íà ôóíêöèþ h áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûå óñëîâèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî íàëè÷èå ôèãóðèðóþùèõ â ïîñòàíîâêå çàäà÷è óñëîâ-

íûõ ìåð îçíà÷àåò, ÷òî ìåðà σ èìååò âèä

σ(dx dy) = σx(dy)µ(dx),

ôóíêöèÿ x 7→ σx(B) ÿâëÿåòñÿ µ-èçìåðèìîé äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî

ìíîæåñòâà B ∈ X è äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f íà X × Y ,
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èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî B(X)⊗ B(Y ), âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∫
X×Y

f(x, y)σ(dx dy) =

∫
X

∫
Y

f(x, y)σx(dy)µ(dx).

Â äåéñòâèòåëüíîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿëîñü äëÿ

ôóíêöèé âèäà IA(x)IB(y), ãäå A ∈ B(X), B ∈ B(Y ). Èçâåñòíî, ÷òî óñëîâ-

íûå ìåðû ñóùåñòâóþò ïðè äîñòàòî÷íî øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, íàïðè-

ìåð, â ñëó÷àå ñóñëèíñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ò.å. õàóñäîðôîâûõ òîïîëîãè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè ïîëíûõ ñåïàðàáåëüíûõ ìåòðè-

÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïðè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿõ.

Ïîñêîëüêó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âïîëíå ðåãóëÿðíûå òîïîëîãè÷å-

ñêèå ïðîñòðàíñòâà X è Y (â ýòîì ñëó÷àå íåò ãàðàíòèé, ÷òî óñëîâíûå

ìåðû ñóùåñòâóþò), òî âñåãäà çàðàíåå íóæíî òðåáîâàòü, ÷òîáû óñëîâíûå

ìåðû ñóùåñòâîâàëè, èíà÷å ñàìà ïîñòàíîâêà çàäà÷è áóäåò ëèøåíà âñÿêîãî

ñìûñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå äâå

ëåììû.

Ëåììà 2. (i) Ïóñòü E � âïîëíå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàïðàâ-

ëåííîñòü ìåð Pα ∈ Pr(E) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ìåðå P ∈ Pr(E) è ðàâíîìåðíî

ïëîòíà, à ôóíêöèÿ H : E → [0, 1] òàêîâà, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåò-

ñÿ òàêîé êîìïàêò Kε ⊂ E, ÷òî Pα(E\Kε) < ε äëÿ âñåõ α è ñóæåíèå H íà

Kε ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó. Òîãäà∫
E

H dP ≤ lim inf
α

∫
E

H dPα.

(ii) Ïóñòü Y � âïîëíå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî, ìåðà Q ∈ Pr(Pr(Y ))

ñîñðåäîòî÷åíà íà ñ÷åòíîì îáúåäèíåíèè ðàâíîìåðíî ïëîòíûõ ìíîæåñòâ,

îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ H íà Pr(Y ) âûïóêëà è ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà

ðàâíîìåðíî ïëîòíûõ ìíîæåñòâàõ. Òîãäà

H

(∫
Pr(Y )

pQ(dp)

)
≤

∫
Pr(Y )

H(p)Q(dp).

Ëåììà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ H : X ×Pr(Y ) → [0,+∞) èçìåðèìà îòíî-
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ñèòåëüíî B(X)⊗Ba(Pr(Y )), ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà ìíîæåñòâàõ âèäà

K×S, ãäåK � êîìïàêò âX, à ìíîæåñòâî S ⊂ Pr(Y ) ðàâíîìåðíî ïëîòíî,

è âûïóêëà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Òîãäà ôóíêöèÿ

JH(σ) =

∫
X

H(x, σx)µ(dx)

ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà Π(µ, ν).

Íåïîñðåäñòâåííî èç ïðåäûäóùèõ äâóõ ëåìì è ñëàáîé êîìïàêòíîñòè

ìíîæåñòâà ïëàíîâ Π(µ, ν) âûòåêàåò ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X è Y � âïîëíå ðåãóëÿðíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðî-

ñòðàíñòâà, µ è ν � ðàäîíîâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà X è Y ñîîòâåò-

ñòâåííî è ïóñòü ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè h : X × Pr(Y ) → [0,+∞) èçìåðèìà

îòíîñèòåëüíî Ba(X) ⊗ Ba(Pr(Y )), ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà âñåõ ìíî-

æåñòâàõ âèäà K × S, ãäå K � êîìïàêò â X, à S ⊂ Pr(Y ) ðàâíîìåðíî

ïëîòíî, è âûïóêëà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Òîãäà

inf
σ∈Π(µ,ν)

∫
X

h(x, σx)µ(dx)

äîñòèãàåòñÿ, ò. å. ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé ïëàí.

Çàìå÷àíèå 2. (i) Ïîëó÷åííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ ñîõðàíÿþò ñèëó è

â ñèòóàöèè, êîãäà ôóíêöèè H è h ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â [0,+∞]. Äëÿ

ýòîãî íàäî ïðèìåíèòü äîêàçàííîå äëÿ ôóíêöèé min(h,N) è min(H,N).

(ii) Óñëîâèå èçìåðèìîñòè ôóíêöèè H äîñòàòî÷íî íàêëàäûâàòü íà

ìíîæåñòâàõ âèäà K × S ñ êîìïàêòíûìè ñîìíîæèòåëÿìè. Äëÿ øèðîêîãî

êëàññà ïðîñòðàíñòâ ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó íà òàêèõ ìíîæåñòâàõ âëå-

÷åò B(K)⊗Ba(S)-èçìåðèìîñòü. Íàïðèìåð, ýòî âåðíî, åñëè Y ñóñëèíñêîå

è íà êîìïàêòàõ âX áîðåëåâñêàÿ è áýðîâñêàÿ σ-àëãåáðû ñîâïàäàþò. Â ñëó-

÷àå îáùèõ ïðîñòðàíñòâ (äàæå ñóñëèíñêèõ) óñëîâèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè

ñíèçó íà êîìïàêòàõ ñëàáåå ãëîáàëüíîé ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó (â òåî-

ðåìå óñëîâèå åùå ÷óòü ñëàáåå, òàê êàê ðå÷ü èäåò î ðàâíîìåðíî ïëîòíûõ

êîìïàêòàõ). Â ñóñëèíñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ êîìïàêòû ìåòðèçóåìû, ïîýòî-

ìó ýòî óñëîâèå ìîæíî ïðîâåðÿòü ïî ñ÷åòíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì. Êðî-

ìå òîãî, äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó íà êîìïàêòàõ
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âëå÷åò áîðåëåâîñòü íà êîìïàêòàõ, ñîâïàäàþùóþ ñ Ba(X) ⊗ Ba(Pr(Y ))-

èçìåðèìîñòüþ, ïîýòîìó åå ìîæíî íå òðåáîâàòü îòäåëüíî.

Ìû âîçâðàùàåìñÿ ê çàäà÷àì Êàíòîðîâè÷à ñ óñëîâíûìè ìåðàìè â

ãëàâå 4, ãäå çà ñ÷åò ñïåöèàëüíîãî âèäà ôóíêöèé ñòîèìîñòè ìû ñìîæåì

íåñêîëüêî îñëàáèòü óñëîâèå âûïóêëîñòè, à â îäíîì ñëó÷àå è âîâñå îò íåãî

îòêàçàòüñÿ.

2 Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à

ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïëîòíîñòü

Â ýòîé ãëàâå ðå÷ü èäåò îá åùå îäíîé íîâîé ìîäèôèêàöèè òðàíñ-

ïîðòíîé çàäà÷è Êàíòîðîâè÷à. Åñëè â ïðåäûäóùåé ãëàâå íîâèçíà çàäà÷è

çàêëþ÷àëàñü â èçìåíåíèè âèäà ôóíêöèè ñòîèìîñòè (ïîÿâèëàñü çàâèñè-

ìîñòü îò òðàíñïîðòíûõ ïëàíîâ), òî íà ýòîò ðàç èçìåíåíèå êîñíåòñÿ êàê

ñàìîé ôóíêöèè ñòîèìîñòè, òàê è îáëàñòè çàäàíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíà-

ëà. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ äâå òåîðåìû ñóùå-

ñòâîâàíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê íåëèíåéíûì çàäà÷àì Êàíòîðîâè÷à ñ îãðàíè-

÷åíèÿìè íà ïëîòíîñòü è ê çàäà÷àì Êàíòîðîâè÷à ñ óñëîâíûìè ìåðàìè è

îãðàíè÷åíèÿìè íà ïëîòíîñòü. Îáå òåîðåìû äàþò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷. Âïåðâûå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè

íà ïëîòíîñòü áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [11], [12], [13], [14].

2.1 Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à

ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïëîòíîñòü

Ïóñòü çàäàíû äâà àáñòðàêòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâà

(X,A, µ) è (Y,B, ν) è íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà λ íà èçìåðè-

ìîì ïðîñòðàíñòâå (X × Y,A ⊗ B). Ïóñòü òàêæå Φ : X × Y → R �

íåîòðèöàòåëüíàÿ A ⊗ B-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, èíòåãðèðóåìàÿ îòíîñè-

òåëüíî λ. Ìíîæåñòâî ΠΦ(µ, ν) ñîñòîèò èç âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð σ

íà (X × Y,A ⊗ B) ñ ïðîåêöèÿìè µ è ν íà ìíîæèòåëè, ïðè÷åì σ àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî λ è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîòíîñòè

Ðàäîíà�Íèêîäèìà èìååì

ϱσ =
dσ

dλ
≤ Φ λ-a.e.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ΠΦ(µ, ν) íåïóñòî. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíÿåò-

ñÿ, åñëè, íàïðèìåð, λ = µ⊗ ν è Φ ≥ 1 (â äàííîì ñëó÷àå λ ∈ ΠΦ(µ, ν)).

Ìíîæåñòâî ìåð ΠΦ(µ, ν) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì èõ ïëîò-

íîñòåé ïî λ è ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäìíîæåñòâî L1(λ).

Ïóñòü Pλ � ìíîæåñòâî âñåõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè â L1(λ). Ñíàáäèì

ïðîñòðàíñòâî L1(λ) òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé ñòàíäàðòíîé L1-íîðìîé.

Ïóñòü B(Pλ) � áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà îòíîñèòåëüíî ýòîé òîïîëîãèè.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî çàäàíà A⊗B⊗B(Pλ)-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ

h : X × Y × Pλ → [0,+∞).

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷ó

Jh(p) :=

∫
X×Y

h(x, y, p)p(x, y)λ(dx dy) → min, p ∈ ΠΦ(µ, ν)

áóäåì íàçûâàòü íåëèíåéíîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷åé Êàíòîðîâè÷à

ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïëîòíîñòü. Åñëè ñóùåñòâóåò p ∈ ΠΦ(µ, ν), íà

êîòîðîé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à èìååò ðå-

øåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ λ-ï.â. (x, y) ∈ X × Y ôóíêöèÿ p 7→ h(x, y, p)

ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà ΠΦ(µ, ν) ïî L1-íîðìå è ôóíêöèÿ Jh âûïóêëà.

Òîãäà íåëèíåéíàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à ñ îãðàíè÷åíèÿìè

íà ïëîòíîñòü∫
X×Y

h(x, y, p)p(x, y)λ(dx dy) → min, p ∈ ΠΦ(µ, ν)

èìååò ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè h ïî p îòíîñèòåëüíî íîðìû çíà-

÷èòåëüíî ñëàáåå, ÷åì óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè îòíîñèòåëüíî ñëàáîé òîïî-

ëîãèè.

Óñëîâèå âûïóêëîñòè Jh èìååò î÷åâèäíûé íåäîñòàòîê: îíî íå ñëåäóåò

èç âûïóêëîñòè h ïî p.
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2.2 Çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à ñ óñëîâíûìè ìåðàìè

è îãðàíè÷åíèÿìè íà ïëîòíîñòü

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñëó÷àþ, êîãäà âûïóêëîñòü Jh ñëåäóåò èç âûïóê-

ëîñòè h ïî p, íî ìîæåò èìåòü ìåñòî è áåç ïîñëåäíåé. Ïóñòü ôóíêöèÿ

ñòîèìîñòè èìååò âèä

h : X × Y × Pλ → [0,+∞), h(x, y, p) = h(x, px),

ãäå px � óñëîâíûå ìåðû p îòíîñèòåëüíî ìåðû µ. Íåëèíåéíûå òðàíñïîðò-

íûå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïëîòíîñòü è ñ ôóíêöèÿìè ñòîèìîñòè

òàêîãî âèäà ìû áóäåì íàçûâàòü òðàíñïîðòíûìè çàäà÷àìè Êàíòî-

ðîâè÷à ñ óñëîâíûìè ìåðàìè è îãðàíè÷åíèÿìè íà ïëîòíîñòü.

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé íåîáõîäèìî ïðåäïîëî-

æèòü, ÷òî êàæäàÿ ìåðà p ∈ ΠΦ(µ, ν) èìååò óñëîâíûå ìåðû íà Y îòíîñè-

òåëüíî ñâîåé ïðîåêöèè íà X. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè äëÿ âñåõ

áîðåëåâñêèõ ìåð íà ñóñëèíñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì. [9, Chapter 10]).

Åñëè λ = µ⊗ ν è ìû îòîæäåñòâèì ìåðû â ΠΦ(µ, ν) ñ èõ ïëîòíîñòÿìè

ïî λ, òî óñëîâíûå ìåðû äëÿ òàêèõ ìåð p · λ, ãäå p � BX ⊗BY -èçìåðèìàÿ

âåðñèÿ ïëîòíîñòè, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

px = p(x, ·) · ν.

Ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ óñëîâíûìè ìåðàìè íà BY , èìååò ñìûñë

ñíàáäèòü ïðîñòðàíñòâî M(Y ) âñåõ îãðàíè÷åííûõ ìåð íà BY σ-àëãåáðîé

E(M(Y )), ïîðîæäåííîé âñåìè ôóíêöèÿìè ν 7→ ν(B), B ∈ BY . Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ýòà σ-àëãåáðà ñ÷åòíî ïîðîæäåíà, åñëè Y ñóñëèíñêîå.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ h èçìåðèìà îò-

íîñèòåëüíî σ-àëãåáðû BX ⊗ E(M(Y )). Òîãäà ôóíêöèÿ

x 7→ h(x, px)

ÿâëÿåòñÿ BX-èçìåðèìîé ïðè óñëîâèè, ÷òî îòîáðàæåíèå x 7→ px ÿâëÿåòñÿ

(BX , E(M(Y )))- èçìåðèìûì, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå x 7→ (x, px) èçìå-
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ðèìî îòíîñèòåëüíî ïàðû σ-àëãåáð BX è BX ⊗ E(M(Y )).

Òðàíñïîðòíûå çàäà÷è ýòîãî òèïà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∫
X

h(x, px)µ(dx) → min, p ∈ ΠΦ(µ, ν), p(dx dy) = px(dy)µ(dx).

Èç-çà îñîáîé ôîðìû ôóíêöèè h åå âûïóêëîñòü âëå÷åò âûïóêëîñòü

Jh. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îõâàòûâàåò íåêîòîðûå ñëó÷àè,

íå îõâàòûâàåìûå ïðåäûäóùåé òåîðåìîé, õîòÿ ïðåäïîëîæåíèÿ îñòàþòñÿ

òåìè æå (êîíå÷íî, ôóíêöèîíàë Jh íå òîò è ñîäåðæèò óñëîâíûå ìåðû).

Òåîðåìà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ µ-ïî÷òè êàæäîãî x ôóíêöèÿ

p 7→ h(x, p) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó îòíîñèòåëüíî íîðìû ïîëíîé âàðè-

àöèè íà M(Y ). Åñëè, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ

Ch(p) =

∫
X

h(x, px)µ(dx)

âûïóêëà (â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî, åñëè h âûïóêëà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó),

òî îíà äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà íà ΠΦ(µ, ν), ò.å. çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à

ñ óñëîâíûìè ìåðàìè è îãðàíè÷åíèåì íà ïëîòíîñòè èìååò ðåøåíèå.

3 Òðàíñïîðòíûå çàäà÷è

ñ ôèêñèðîâàííûì áàðèöåíòðîì

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ åùå îäíîãî íîâîãî âèäà òðàíñ-

ïîðòíûõ çàäà÷ Êàíòîðîâè÷à. Ñïåöèôèêà ýòîé çàäà÷è, çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òî òåïåðü ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ν íà÷èíàåò èãðàòü íåñêîëü-

êî èíóþ ðîëü. Åñëè â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å Êàíòîðîâè÷à ñàìà ëîãèêà ïî-

ñòàíîâêè òðåáîâàëà îáà ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàòü êàê

ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèè äîïóñòèìûõ òðàíñïîðòíûõ ïëàíîâ, òî â çà-

äà÷å Êàíòîðîâè÷à ñ ôèêñèðîâàííûì áàðèöåíòðîì ìåðà µ ïî-ïðåæíåìó

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîåêöèÿ, à ìåðà ν òåïåðü âûïîëíÿåò ðîëü ëèøü áà-

ðèöåíòðà (ñðåäíåãî) ìåð èç ìíîæåñòâà P(P(Y )), òî åñòü ìû íå çíàåì â

òî÷íîñòè âòîðîå ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à çíàåì ëèøü åãî ñðåäíåå

(áàðèöåíòð).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âñÿêîé âåðîÿòíîñòíîé ðàäîíîâñêîé ìåðû Q íà
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ïðîñòðàíñòâå ìåð P(Y ) ñî ñëàáîé òîïîëîãèåé áàðèöåíòð îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé

βQ :=

∫
P(Y )

pQ(dp),

ãäå ýòîò âåêòîðíûé èíòåãðàë ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå ìåð ïîíèìà-

åòñÿ êàê ðàâåíñòâî

βQ(A) =

∫
P(Y )

p(A)Q(dp)

äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ A ⊂ Y . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíê-

öèÿ p 7→ p(A) èçìåðèìà ïî Áîðåëþ íà P(Y ), à ìåðà βQ ÿâëÿåòñÿ τ -

àääèòèâíîé (ñì. [9, Ïðåäëîæåíèå 8.9.8 è ñëåäñòâèå 8.9.9]).

Åñëè P � ðàäîíîâñêàÿ ìåðà íà X × P(Y ), µ � åå ïðîåêöèÿ íà X è

ñóùåñòâóþò óñëîâíûå ìåðû P x íà P(Y ) îòíîñèòåëüíî µ, òî áàðèöåíòð

ïðîåêöèè PP ìåðû P íà P(Y ) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

βPP(B) =

∫
X

∫
P(Y )

p(B)P x(dp)µ(dx).

Ïóñòü Πβ(µ) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàäîíîâñêèõ ìåð π íà

X × P(Y ) òàêîå, ÷òî ïðîåêöèÿ πX ìåðû π íà X ðàâíà µ, à áàðèöåíòð

ïðîåêöèè πP ìåðû π íà P(Y ) åñòü çàäàííàÿ ìåðà β ∈ P(Y ):

Πβ(µ) := {π ∈ P(X × P(Y )) : πX = µ, βπP = β}.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ çàäàííîé íåîòðèöàòåëüíîé èçìåðèìîé îòíîñè-

òåëüíî B(X)⊗ B(P(Y )) è B(R) ôóíêöèè h : X × P(Y ) → R çàäà÷ó∫
X×P(Y )

h(x, p) π(dx dp) → min, π ∈ Πβ(µ)

áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé Êàíòîðîâè÷à ñ ôèêñèðîâàííûì áàðèöåí-

òðîì.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî Γ ⊂ X × Z íàçûâàåòñÿ h-öèêëè÷åñêè ìî-
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íîòîííûì äëÿ ôóíêöèè h íà X × Z, åñëè äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ

n∑
i=1

h(xi, zi) ≤
n∑

i=1

h(xi+1, zi)

äëÿ âñåõ ïàð (x1, z1), . . . , (xn, zn) ∈ Γ, ãäå xn+1 := x1.

Òåîðåìà 5. (i) Ïóñòü h � îãðàíè÷åííàÿ ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó

ôóíêöèÿ íà ïðîèçâåäåíèè X × P(Y ). Äëÿ âñåõ µ ∈ P(X) è β ∈ P(Y )

çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à

Jh(π) =

∫
X×P(Y )

h(x, p) π(dx dp) → min, π ∈ Πβ(µ) (1)

ñ ôèêñèðîâàííûì áàðèöåíòðîì èìååò ðåøåíèå. Áîëåå òîãî, ýòî âåðíî äëÿ

h ñî çíà÷åíèÿìè â [0,+∞], åñëè Jh íå òîæäåñòâåííî +∞.

(ii) Êàæäàÿ îïòèìàëüíàÿ ìåðà P äëÿ ýòîé çàäà÷è îïòèìàëüíà è äëÿ

êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé çàäà÷è ñ òîé æå ôóíêöèåé ñòîèìîñòè è ìàðãèíà-

ëàìè µ è PP , ãäå PP � ïðîåêöèÿ P íà P(Y ).

(iii) Íàêîíåö, åñëè X è Y � ñóñëèíñêèå ïðîñòðàíñòâà, òî P ñîñðåäî-

òî÷åíà íà h-öèêëè÷åñêè ìîíîòîííîì ìíîæåñòâå.

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû èñïîëüçîâàíû â ãëàâå 4 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ çàäà÷ Êàíòîðîâè÷à ñ óñëîâíûìè ìåðàìè ïðè

ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷åì â ãëàâå 1, íî çà ñ÷åò ñïå-

öèàëüíîãî âèäà ôóíêöèé ñòîèìîñòè h.

4 Çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à ñ óñëîâíûìè ìåðàìè.

Ïðîäîëæåíèå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðîäîëæàåì èçó÷åíèå çàäà÷è Êàíòîðîâè÷à ñ

óñëîâíûìè ìåðàìè, íà÷àòîå íàìè â ïåðâîé ãëàâå. Â ïóíêòå 3 ãëàâû 1

ìû âèäåëè, ÷òî âàæíûì äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå âûïóêëîñòè ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ôóíê-

öèè ñòîèìîñòè h, ïðè÷åì â ãëàâå 5 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè òàêîâîé

âûïóêëîñòè çàäà÷à ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèÿ. Â ýòîé ãëàâå ìû ïîêàçûâà-

åì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé ñòîèìîñòè íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà óñëîâèå

âûïóêëîñòè ìîæíî íåñêîëüêî îñëàáèòü (èëè âîâñå îòêàçàòüñÿ îò íåãî),
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ñîõðàíèâ ïðè ýòîì ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîé

ãëàâû ÿâëÿþòñÿ äâå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ çàäà÷ Êàíòîðîâè÷à ñ

óñëîâíûìè ìåðàìè.

Ïîñêîëüêó íà ñóñëèíñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ âñå áîðåëåâñêèå ìåðû ðàäî-

íîâû, òî âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ Pr(T ) áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå êîðîòêîå

P(T ).

Ïåðâûé ðåçóëüòàò ïîñâÿùåí ñëó÷àþ, êîãäà ôóíêöèè ñòîèìîñòè ðàñ-

ïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü X è Y � ñóñëèíñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ôóíêöèÿ h èìååò âèä

h(x, σ) = f(x)g(σ),

ãäå f : X → R è g : P(Y ) → R � îãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè,

à ìíîæåñòâà {p ∈ P(Y ) : g(p) ≤ c} âûïóêëû äëÿ âñåõ c ∈ R. Òîãäà
äëÿ êàæäîé áåçàòîìè÷åñêîé ìåðû µ ∈ P(X) è êàæäîé ìåðû ν ∈ P(Y )

çíà÷åíèå

inf
σ∈Π(µ,ν)

∫
X

h(x, σx)µ(dx)

äîñòèãàåòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé ïëàí.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî, â ñëó÷àå êîãäà ôóíêöèÿ ñòîèìî-

ñòè íå çàâèñèò îò x, îò òðåáîâàíèÿ âûïóêëîñòè â òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ

ìîæíî ïîëíîñòüþ îòêàçàòüñÿ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü X è Y � ïðîñòðàíñòâà Ñóñëèíà, à h � îãðàíè-

÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà P(Y ) ñî ñëàáîé òîïîëîãèåé. Òîãäà äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ ìåð µ ∈ P(X) è ν ∈ P(Y ), ãäå µ íå èìååò àòîìîâ, çàäà÷à∫
X

h(σx)µ(dx) → min, σ ∈ Π(µ, ν)

èìååò ðåøåíèå.

5 Êîíòðïðèìåðû

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðèâîäèì ðàçëè÷íûå êîíòðïðèìåðû ê íåêîòîðûì äî-

êàçàííûì â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ óòâåðæäåíèÿì. Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåð 1
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ïîêàçûâàåò, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ïðî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â

çàäà÷å Êàíòîðîâè÷à ñ óñëîâíûìè ìåðàìè òåðÿåò ñâîþ ñèëó, åñëè â íåì

îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèè h ïî âòîðîìó àðãóìåíòó.

Àíàëîãè÷íî ïðèìåð 2 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî äàæå îò îñëàáëåííîãî óñëîâèÿ

âûïóêëîñòè â òåîðåìå 6, êîòîðîãî óäàëîñü äîáèòüñÿ çà ñ÷åò óïðîùåíèÿ

âèäà ôóíêöèè h, íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ, åñëè ìû òðåáóåì, ÷òîáû çàäà÷à èìå-

ëà ðåøåíèå. Ïðèìåð 3 êàñàåòñÿ çàäà÷è Êàíòîðîâè÷à ñ óñëîâíûìè ìåðà-

ìè è ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïëîòíîñòü. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî â òåîðåìå 4

óñëîâèå âûïóêëîñòè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì è â îáùåì ñëó÷àå íå

ìîæåò áûòü îòáðîøåíî áåç ïîòåðè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è.

Â ïðèìåðå 4 ïîêàçàíî, âî-ïåðâûõ, ÷òî ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü ôóíêöèè

ñòîèìîñòè h îò ïëàíà σ ÷åðåç óñëîâíûå ìåðû, êàê â çàäà÷å Êàíòîðîâè-

÷à ñ óñëîâíûìè ìåðàìè, íîñèò áîëåå ñëîæíóþ ïðèðîäó (÷åì, ñêàæåì,

â ïðîñòî íåëèíåéíîé çàäà÷å Êàíòîðîâè÷à), òî â òàêèõ çàäà÷àõ, âîîáùå

ãîâîðÿ, ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó h íå âëå÷åò ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó

Jh. Âî-âòîðûõ, ÷òî óñëîâèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèè Jh íå ÿâ-

ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êàíòîðîâè÷à ñ

óñëîâíûìè ìåðàìè.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [7] óæå áûëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû (ïðèìåðû

3.2 è 3.3), êîòîðûå òàêæå äåìîíñòðèðóþò, ÷òî íåëèíåéíàÿ çàäà÷à Êàí-

òîðîâè÷à ñ óñëîâíûìè ìåðàìè ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèé. Îäíàêî â îáî-

èõ ýòèõ ïðèìåðàõ ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî

íåïðåðûâíûìè. Â íàøèõ æå ïðèìåðàõ îáà ìàðãèíàëà ñîâïàäàþò ñ ìåðîé

Ëåáåãà íà åäèíè÷íîì èíòåðâàëå.

Íàïîìíèì, ÷òî íîðìà Êàíòîðîâè÷à�Ðóáèíøòåéíà ðàäîíîâñêèõ ìåð

íà îãðàíè÷åííîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

∥σ∥KR = sup
f∈Lip1, |f |≤1

∫
X

f dσ,

ãäå Lip1 � êëàññ âñåõ 1-ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé íà X. Ýòà íîðìà ïîðîæ-

äàåò ñëàáóþ òîïîëîãèþ íà ïîäìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð (ñì. [9,

Theorem 8.3.2]).
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü X = Y = [0, 1] è ïóñòü µ = ν = λ � ìåðà Ëåáåãà

íà îòðåçêå [0, 1]. Ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ h íà

ïðîèçâåäåíèè X×P(Y ), ÿâëÿþùàÿñÿ ëèïøèöåâîé, êîãäà P(Y ) ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ñ íîðìîé Êàíòîðîâè÷à�Ðóáèíøòåéíà, òàêàÿ, ÷òî íåëèíåéíàÿ

çàäà÷à∫
X

h(x, σx)µ(dx) → inf, σ ∈ Π(µ, ν), σ(dxdy) = σx(dy)µ(dx)

íå èìååò ðåøåíèÿ.

Íàø ñëåäóþùèé ïðèìåð àíàëîãè÷åí, íî ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè ðàñïàäà-

åòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü X = Y = [0, 1] è ïóñòü µ = ν = λ � ìåðà Ëåáåãà

íà [0, 1]. Ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f : X → R
è g : P(Y ) → R, ãäå P(Y ) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñî ñëàáîé òîïîëîãèåé, äëÿ

êîòîðûõ â íåëèíåéíîé çàäà÷å Êàíòîðîâè÷à ñ óñëîâíûìè ìåðàìè íåò ìè-

íèìóìà

J(σ) =

∫
X

f(x)g(σx)µ(dx) → inf, σ ∈ Π(µ, ν).

Ýòîò ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò, ÷òî â òåîðåìå 6 íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ îò óñëî-

âèÿ âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ {p ∈ P(Y ) : g(p) ≤ c} äëÿ âñåõ c ∈ R.
Ïðèìåð 3. Ïóñòü X = Y = [0, 1] è ïóñòü µ = ν = λ � ñòàíäàðòíàÿ

ìåðà Ëåáåãà íà [0, 1]. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó Êàíòîðîâè÷à ñ óñëîâíû-

ìè ìåðàìè è ñ îãðàíè÷åíèåì íà ïëîòíîñòè

Jh(ϱ) =

∫ 1

0

h(x, ϱ(x, ·)) dx → inf,

ϱ(x, y) ≤ 4 ∀x, y,
∫ 1

0

ϱ(x, y) dy = 1 ∀x,
∫ 1

0

ϱ(x, y) dx = 1 ∀y.

Ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ h : X×L1[0, 1] → R, ãäå
ïðîñòðàíñòâî L1[0, 1] ñíàáæåíî ñëàáîé òîïîëîãèåé, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à íå

èìååò ðåøåíèÿ.
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Ïðèìåð 4. Ïóñòü X = Y = [−1/2, 1/2] è ïóñòü µ = ν = λ � ìåðà

Ëåáåãà íà [−1/2, 1/2]. Ïóñòü

h(p) =

(∫ 1/2

−1/2

φ(y) p(dy)

)k

,

ãäå φ íåïîñòîÿííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, k ∈ N, k ≥ 2. Ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî èíòåãðàë îò φ ðàâåí íóëþ, íàïðèìåð, ïîäõîäèò φ(y) = y. Òîãäà h

îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà íà P(Y ), ôóíêöèîíàë

Jh(σ) =

∫ 1/2

−1/2

h(σx) dx, σ(dxdy) = σx(dy) dx

íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó íà Π(µ, ν), íî äîñòèãàåò ìèíèìóìà.
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