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Введение

С ростом интереса к разработке новых методов машинного обучения возрастает также
интерес к математическому аппарату, который предоставляет возможность анализа и оцен�
ки эффективности алгоритмов с учетом конечного объема доступных данных, например,
конечного размера обучающей выборки. Результаты, основанные на явлении концентрации
меры [1, 2], позволили производить неасимптотический анализ производительности различ�
ных алгоритмов в областях обучения с подкреплением (RL) [3], оптимизации [4], статистиче�
ской теории обучения [5], методов Монте-Карло и Монте-Карло по схеме марковской цепи
(MCMC, [6, 7]), и многих других. При этом неравенства концентрации для функций от неза�
висимых случайных величин и мартингалов сравнительно хорошо изучены, см., например,
[2, 8, 9]. В то же время, иная ситуация складывается при изучении неравенств концентрации
для функций от зависимых случайных величин. Хотя существует немало результатов для
случайных процессов, удовлетворяющих различным типам условий перемешивания и слабой
зависимости [10, 11], их применение даже к исследованию свойств аддитивных функциона�
лов от цепей Маркова может оказаться затруднительным. В частности, они либо содержат
неявные константы, либо недостаточно точны в отношении важных характеристик задачи,
таких как дисперсия аддитивного функционала в неравенствах типа Бернштейна (см. со�
ответствующие определения в Главе 1). Этот недостаток присущ многим существующим
неравенствам концентрации, полученным для функционалов от цепей Маркова [12–15]. В то
же время, именно такой тип зависимости возникает в большинстве алгоритмов машинного
обучения. Особенно естественно марковские цепи возникают при неасимптотическом анализе
алгоритмов стохастической аппроксимации [16, 17] или обучения с подкреплением [3, 18].

В Главе 1 данной диссертации получены новые аналоги классических неравенств Розен�
таля и Бернштейна для геометрически эргодических цепей Маркова с явной зависимостью
от времени перемешивания соответствующих цепей. В данной главе рассматривается адди�
тивный функционал

Sn =
Xn�1

`=0
{g(X`)� ⇡(g)}, (1)

где g � интегрируемая измеримая функция, а (X`)1`=0 � цепь Маркова с марковским ядром
P с единственным инвариантным распределением ⇡. Для аддитивного функционала Sn по�
лучены неравенства концентрации, аналогичные приведенным в [12, 14, 19, 20]. При этом
уточнена зависимость новых оценок от дисперсии Sn и времени перемешивания цепи. Пред�
лагаемый метод доказательства основан на технике кумулянтного разложения, описанной в
[21], и формуле Леонова-Ширяева [22], связывающей моменты и кумулянты.

В последующих частях диссертации рассматриваются применения неравенств концен�
трации для неасимптотического анализа производительности методов снижения дисперсии
[23, 24], а также предлагаются новые методы снижения дисперсии для последовательностей
зависимых случайных величин. Основная цель подобных методов заключается в уменьше�
нии стохастической ошибки в оценках, получаемых с помощью метода Монте-Карло. Клас�
сические работы в этой области, к примеру [25] и [26], широко исследовали методы сниже�
ния дисперсии, основанные на использовании последовательностей независимых и одинаково
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распределенных случайных величин [27]. Однако во многих практических задачах генерация
независимых наблюдений невозможна, особенно в случае задач в большой размерности. В
этом случае методы снижения дисперсии должны применяться к зависимым наблюдениям.
Зачастую эти наблюдения формируют цепь Маркова, как, например, в случае алгоритмов
MCMC [6]. Методы снижения дисперсии могут быть также применены в оптимизации и
обучении с подкреплением, см. работы [28–31].

В Главе 2 предложен практический подход к снижению дисперсии для аддитивных
функционалов от зависимых случайных величин. Этот подход обобщает предложенный в
[32], и применим к более широкому классу цепей Маркова, удовлетворяющих условию эр�
годичности в метрике Канторовича-Васерштейна 1-го порядка, а также к последовательно�
стям зависимых случайных величин, удовлетворяющих условию стационарности ковариаций.
Предлагаемый метод основан на использовании контрольных переменных и минимизации
эмпирической оценки асимптотической дисперсии. Для данного метода получены оценки
скорости убывания избыточной асимптотической дисперсии с ростом размера обучающей
выборки. Предлагаемый подход применен к алгоритмам MCMC на основе динамики Ланже�
вена с использованием стохастических градиентов (SGLD, [33]).

В Главе 3 рассмотрена задача снижения дисперсии для аддитивных функционалов от
цепей Маркова в случае, когда аналитическое выражение для инвариантного распределе�
ния данной цепи неизвестно. Для решения данной задачи предложен подход, основанный на
дискретном мартингальном разложении и обобщающий контрольные переменные, использу�
ющие разложения на основе ортогональных полиномов [34]. Этот подход не требует знания
стационарного распределения цепи или наличия у него специальной структуры. Работа алго�
ритма проанализирована в модели нормального шума (см. Секцию 3.4), которая покрывает
неадаптированный алгоритм Ланжевена (Unadjusted Langevin Algorithm, ULA), ранее изу�
ченный, в частности, в работах [35–37].

Цели и задачи исследования

Целью исследования является получение новых аналитических инструментов для изу�
чения свойств концентрации функционалов от цепей Маркова и их применение для тео�
ретического анализа методов пост-обработки оценок MCMC, основанных на контрольных
переменных. Для решения этой задачи планируется выполнение следующих этапов:

1. Получить верхние оценки на кумулянты аддитивных функционалов от геометрически
эргодических цепей Маркова с явной зависимостью от параметров соответствующего
марковского ядра;

2. Получить новые аналоги неравенства Розенталя и неравенства Бернштейна с использо�
ванием полученных ранее оценок на кумулянты. Неравенства должны сохранять точ�
ную зависимость от дисперсии аддитивного функционала Sn из (1) и времени переме�
шивания цепи;

3. Обобщить указанные версии неравенства Розенталя на случай квадратичных форм от
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функций от цепей Маркова, сходящихся к инвариантному распределению с геометри�
ческой скоростью в метрике Канторовича-Васерштейна первого порядка;

4. Разработать метод выбора контрольных переменных для уточнения оценок MCMC,
основанный на минимизации оценок асимптотической дисперсии. Изучить статистиче�
ские свойства предложенного метода;

5. Разработать метод снижения дисперсии для аддитивных функционалов от цепей Мар�
кова, который не требует аналитического знания инвариантного распределения соот�
ветствующей цепи. Оценить дисперсию модифицированных при помощи контрольных
переменных статистик в модели нормального шума, описанной в Секции 3.4.

Научная новизна

Все основные результаты диссертационной работы являются новыми. Получены новые
неравенства концентрации типа Розенталя и Бернштейна для аддитивных функционалов от
цепей Маркова. Данные неравенства обобщают известные в литературе оценки, при этом
впервые получен результат, обобщающий неравенства Бернштейна на марковские ядра с
условием эргодичности во взвешенной метрике Канторовича-Васерштейна. Также проведен
неасимптотический анализ производительности нескольких методов снижения дисперсии
для алгоритмов MCMC, получены оценки убывания избыточной дисперсии с ростом размера
обучающей выборки. Также предложен и проанализирован новый подход к построению кон�
трольных переменных с использованием дискретных мартингальных разложений. Данный
метод является новым и применим, в частности, в ситуациях, в которых классические мето�
ды построения контрольных переменных, например, на основе оператора Стейна, не могут
быть применены напрямую.

Теоретическая и практическая значимость результатов

Представленные результаты имеют теоретический и методологический характер. Полу�
ченные теоретические результаты предлагают новые неравенства концентрации для адди�
тивных функционалов от цепей Маркова, которые могут быть полезны для исследования
методов Монте-Карло по схеме марковской цепи (MCMC). С методологической точки зре�
ния предложены новые методы снижения дисперсии для алгоритмов MCMC, которые могут
быть напрямую применены, в частности, в задачах Байесовской статистики.

Методология и методы исследования

В работе широко применяется аналитический аппарат теории вероятностей, в частности,
метод каплинга и метод кумулянтов. Доказательства основных результатов опираются на
теорию цепей Маркова и неравенства концентрации меры.

Публикации по результатам исследования

Основные результаты диссертации были опубликованы в трех статьях [38–40] в рецен�
зируемых научных изданиях. Все три статьи входят в реферативные базы Scopus и Web of
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Science.

1. A.Durmus, E. Moulines, A. Naumov, S. Samsonov. Probability and Moment Inequalities

for Additive Functionals of Geometrically Ergodic Markov Chains, Journal of Theoretical
Probability, 2024. https://doi.org/10.1007/s10959-024-01315-7;

2. D. Belomestny, L. Iosipoi, E. Moulines, A. Naumov, S. Samsonov. Variance reduction for

dependent sequences with applications to stochastic gradient MCMC, SIAM/ASA Journal on
Uncertainty Quantification, 9(2), 507-535, 2021. https://doi.org/10.1137/19M1301199;

3. D. Belomestny, E., Moulines, S. Samsonov. Variance reduction for additive functionals of

Markov chains via martingale representations, Statistics and Computing, 32(1), 16, 2022.
https://doi.org/10.1007/s11222-021-10073-z

Апробация работы

Результаты диссертации были представлены на следующих конференциях, школах и
семинарах:

1. Зимняя школа-конференция "New frontiers in high-dimensional probability and statistics
2"("Новые рубежи в теории вероятностей и математической статистике 2"), Москва,
22–23 февраля 2019 г. Тема доклада: "Concentration inequalities for functionals of Markov
Chains with applications to variance reduction"("Неравенства концентрации для функци�
оналов от цепей Маркова и их приложения к снижению дисперсии");

2. Конференция "Structural Inference in High-Dimensional Models 2"("Структурный вы�
вод в многомерных моделях 2"), Пушкин, Санкт- Петербург, 26–30 августа 2019 г. (по�
стер). Тема постера: "Variance Reduction for Dependent Sequences via Empirical Variance
Minimisation"("Снижение дисперсии для зависимых последовательностей с помощью
минимизации эмпирической дисперсии");

3. Доклад на научно-исследовательском семинаре "Структурное обучение Москва, 3 де�
кабря 2019 г. "Variance reduction for dependent sequences with applications to Stochastic
Gradient MCMC ("Снижение дисперсии для зависимых последовательностей с прило�
жениями к алгоритмам MCMC на основе стохастических градиентов");

4. Осенняя школа НИУ ВШЭ и Яндекса по генеративным моделям, Москва, 26–29 ноября
2019 г. Доклад "Variance reduction methods for MCMC algorithms"("Снижение диспер�
сии в алгоритмах MCMC");

5. Зимняя школа "Математика машинного обучения - 2020"("Math of Machine Learning
2020"), г. Сочи, Сириус, 19-22 февраля 2020. Тема постера: "Алгоритмы снижения дис�
персии на основе дискретных мартингальных разложений";

6. Городской семинар по теории вероятностей и математической статистике, Санкт-Петер�
бург, ПОМИ РАН, 20 октября 2020 года. Тема доклада: "Variance reduction methods for
MCMC algorithms"("Снижение дисперсии в алгоритмах MCMC");

https://doi.org/10.1007/s10959-024-01315-7
https://doi.org/10.1137/19M1301199
https://doi.org/10.1007/s11222-021-10073-z
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7. Конференция "New Trends in Mathematical Stochastics г. Санкт-Петербург, институт
Эйлера, 30.08.2021-03.09.2021. Тема доклада: "Probability and moment inequalities for
additive functionals of geometrically ergodic Markov chains"("Неравенства концентрации
для аддитивных функционалов от геометрически эргодических цепей Маркова");

8. Доклад на исследовательском семинаре "Структурное обучение Москва, 28 февраля
2023 г. Тема доклада: "Rosenthal type inequalities for Markov chains and their applications
to Linear Stochastic Approximation"("Неравенства Розенталя для цепей Маркова и их
приложения в задаче линейной стохастической аппроксимации").

Положения, выносимые на защиту

1. В Главе 1 получены новые аналоги неравенств Розенталя и Бернштейна для аддитив�
ных функционалов от эргодических марковских цепей, которые сходятся к стационар�
ному распределению с экспоненциальной скоростью либо в V -норме полной вариации,
либо в полуметрике Канторовича-Васерштейна. Использованный метод доказательства
основан на кумулянтном разложении и связи между кумулянтами и центральными мо�
ментами, устанавливаемой с помощью формулы Леонова-Ширяева.

2. В Главе 2 предложено обобщение метода снижения дисперсии с использованием кон�
трольных переменных на случай последовательностей зависимых случайных величин,
удовлетворяющих условию стационарности ковариаций. Для данного алгоритма по�
лучены оценки скорости убывания избыточной асимптотической дисперсии с ростом
обучающей выборки. Также получены неравенства концентрации для квадратичных
форм от функций от цепей Маркова с условием сжимаемости в метрике Канторовича�
Васерштейна 1-го порядка. Полученные результаты применены к алгоритмам MCMC
на основе динамики Ланжевена с использованием стохастических градиентов (SGLD).

3. В Главе 3 предложен новый подход к снижению дисперсии для аддитивных функци�
оналов от марковских цепей на основе дискретного мартингального разложения. Для
специального случая модели нормального шума, покрывающей неадаптированный ал�
горитм Ланжевена (ULA), произведен неасимптотический анализ снижения дисперсии,
достигаемого предложенным алгоритмом. Соответствующий теоретический анализ ос�
нован на неравенстве Пуанкаре для гауссовских случайных векторов.

Достоверность результатов

Все результаты диссертационной работы обоснованы с помощью математических дока�
зательств. Результаты диссертационной работы докладывались на конференциях и научных
семинарах.

Структура и объем работы

Диссертация состоит из введения, секции с обозначениями, трех глав, заключения и
списка литературы. Объем диссертации составляет 113 страниц, включая 105 страниц текста,
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2 таблицы и 12 рисунков. Список литературы занимает 8 страниц и включает в себя 119

наименований.

Личный вклад автора

Вклад диссертанта был определяющим в результатах, приведенных в Главах 1 и 3 дис�
сертации. Результаты и основные положения, перечисленные в данных главах, отражают
персональный вклад соискателя в опубликованные работы, исключая результат Теоремы 5.
Данная теорема является результатом совместной работы диссертанта и прочих соавторов
[38]. Для полноты изложения в текст Главы 2 данного исследования включены результаты,
полученные совместно с соавторами, в частности, результаты Секции 2.4: Алгоритм 1 и Тео�
рема 6. Они являются результатами совместной работы диссертанта и соавторов работы [39].
Диссертанту принадлежат результаты Главы 2, относящиеся к концентрации квадратичных
форм для марковских цепей с условием сжимаемости в метрике Канторовича-Васерштейна
1-го порядка, а также их приложениям для алгоритма Ланжевена со стохастическими гра�
диентами (SGLD). Данные результаты представлены в Секции 2.5 и Секции 2.6, при этом
идея доказательства Утверждения 2 принадлежит А. Наумову.
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Используемые обозначения

Мы по умолчанию предполагаем, что все случайные величины, о которых идет речь в
Главах 1 и 2 данной диссертации, принимают значения в полном сепарабельном метрическом
пространстве (X, d) с борелевской сигма-алгеброй X . Ситуации, когда X = Rd, отдельно
оговариваются в тексте. Для меры со знаком (заряда) ⇠ на (X,X ) и измеримой функции
g : X ! R обозначим

⇠(g) =

Z

X

g(x)⇠(dx) .

Для измеримой функции V : X ! [1,1) определим LV как множество всех измеримых
функций g : X ! R, для которых kgkV = supx2X

�
|g(x)|
V (x)

 
< 1. V -норма (также называемая

V -нормой полной вариации) меры со знаком ⇠ определяется как k⇠kV =
R
X V (x) |⇠| (dx), где

|⇠| � полная вариация меры ⇠. В случае V ⌘ 1, V -норма является нормой полной вариации
и обозначается k·kTV. V -норму для меры ⇠ можно также определить соотношением k⇠kV =

sup{⇠(g) : kgkV  1} (см. [41, теорема D.3.2]). Обозначим N0 = N [ {0}.
При рассмотрении марковской цепи {Xn}n2N0 с начальным распределением ⇠ и марков�

ским ядром P на пространстве (X,X ), без потери общности предполагается, что {Xn}n2N0

является соответствующим каноническим процессом, определенным на каноническом про�
странстве (XN0 ,X

⌦N0). Для вероятностной меры ⇠ на (X,X ) обозначим соответствующие ве�
роятность и математическое ожидание при начальном распределении ⇠ как P⇠ и E⇠, соот�
ветственно. Положим Ex = E�x и Px = P�x для всех x 2 X. Следующие определения можно
найти, например, в книге [41]:

Определение 1. Множество C называется малым множеством для марковского ядра P,

если существуют ✏ 2 (0, 1], m 2 N и вероятностная мера ⌫, такие что для всех x 2 C и

A 2 X выполняется

Pm(x,A) � ✏⌫(A) . (2)

В этом случае множество C называется (m, ✏⌫)-малым множеством.

Когда нас не интересует, какая именно вероятностная мера ⌫ выбрана в (2), будем просто
говорить, что C является (m, ✏)-малым множеством. Для множества A 2 X определим время
возвращения �A в множество A как �A = inf{n � 1 : Xn 2 A}. Множество A называется
достижимым множеством для марковского ядра P, если Px(�A < 1) > 0 для любого
x 2 X. Введем определение сильно апериодического ядра:

Определение 2. Марковское ядро P называется сильно апериодическим, если для него су�

ществует достижимое (1, ✏⌫)-малое множество C, причем ⌫(C) > 0.

Важным классом марковских ядер P, изучаемым в Главе 1, является класс V -геометрически
эргодических ядер, где V : X ! [1,1) � измеримая функция.

Определение 3. Марковское ядро P называется V -геометрически эргодическим, если P

допускает единственное инвариантное распределение ⇡, такое, что ⇡(V ) < 1, и суще�

ствуют c > 0 и ⇢ 2 (0, 1), такие что для всех x 2 X

k�xP
n
� ⇡kV  c⇢

n
V (x) . (3)
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Если марковское ядро P является V -геометрически эргодическим, будем говорить, что
и соответствующая марковская цепь {Xn}n2N0 является V -геометрически эргодической.

Для вероятностных мер ⇠ и ⇠0 на (X,X ) скажем, что вероятностная мера ⌫ на (X2
,X

⌦2)

является каплингом ⇠ и ⇠
0, если для каждого A 2 X , ⌫(A ⇥ X) = ⇠(A) и ⌫(X ⇥ A) = ⇠

0(A).
Обозначим через ⇧(⇠, ⇠0) множество каплингов мер ⇠ и ⇠

0 на (X,X ). Пусть c : X ⇥ X ! R+

есть полунепрерывная снизу, симметричная функция, такая что c(x, x0) = 0 при x = x
0 и

существует такое pc 2 N, что для всех x, x
0
2 X, (d(x, x0) ^ 1)pc  c(x, x0). Тогда полуметрика

Канторовича-Васерштейна Wc (⇠, ⇠
0), ассоциированная с ценовой функцией c, определяется

как
Wc (⇠, ⇠

0) = inf
⌫2⇧(⇠,⇠0)

Z

X⇥X

c(x, x0)⌫(dxdx0) . (4)

В англоязычной литературе данный объект обычно называется полуметрикой Вассерштейна.
Wc (⇠, ⇠

0) является полуметрикой в том смысле, что она удовлетворяет аксиомам симметрич�
ности, неотрицательности и тождества, но, вообще говоря, не удовлетворяет неравенству
треугольника. Далее, пусть M1(X) - множество вероятностных мер на X. Обозначим для
p � 1 класс вероятностных мер с конечным p-м моментом

Sp(X, d) := {⇠ 2 M1(X) :

Z

X

dp(x, x0)⇠(dx0) < 1 для всех x 2 X} .

Для p � 1 и ⇠, ⇠
0
2 Sp(X, d), определим расстояние Канторовича-Васерштейна порядка p

между ⇠ и ⇠0 как
Wd,p (⇠, ⇠

0) := inf
⌫2⇧(⇠,⇠0)

�Z

X⇥X

dp(x, x0) ⌫(dxdx0)
 1/p

.

Заметим, что Wd,p (⇠, ⇠
0) является метрикой на Sp(X, d). Пусть W : X ! [1,1) - измеримая

функция, и W̄ (x, y) = (W (x)+W (y))/2. Для � � 0 определим взвешенную липшицеву норму
функции f относительно W в соответствии с формулой

[f ]�,W = max

⇢
sup

x,x0
2X , x 6=x0

|f(x)� f(x0)|

c1/2(x, x0)W̄ �(x, x0)
, sup

x2X

|f(x)|

W �(x)

�
, (5)

и обозначим соответствующий класс функций L�,W = {f : X ! R : [f ]�,W < 1}. Липшицева
норма для функции h : X ! R определяется как khkLip = supx 6=y2X

|h(y)�h(x)|
d(x,y) . Обозначим через

Lipd(L) и Lipb,d(L,B) класс липшицевых функций (соответственно, ограниченных липшице�
вых функций) на X с khkLip  L (соответственно, khkLip  L и |h|1  B).

Обозначим для q 2 [1,1) 2q-й момент стандартного нормального распределения

mG,q = (2q)!/(q!2q) = 2q�((2q + 1)/2)/⇡1/2
, (6)

где � � гамма-функция. Для мульти-индекса k = (k1, . . . , kd) используем обозначения kkk =

max
i2{1,...,d}

ki , |k| =
Pd

i=1 ki , k! := k1! . . . kd!. Для функции f : Rd
! R обозначим через rf(x)

и r
2
f(x) её градиент и гессиан в точке x.



11

Глава 1

Неравенства Розенталя и Бернштейна для линейных
статистик от цепей Маркова

1.1. Введение

В данной главе диссертации рассматриваются свойства концентрации аддитивных функ�
ционалов от цепей Маркова, то есть свойства сумм вида

Sn =
Xn�1

`=0
{g(X`)� ⇡(g)} , (1.1)

где {X`}
1

`=0 � цепь Маркова с ядром P, начальным распределением ⇠ и единственным инва�
риантным распределением ⇡, а g : X ! R � функция, удовлетворяющая условию ⇡(|g|) < 1.
Целью данной главы является получение неравенств концентрации типа Бернштейна и Ро�
зенталя для Sn. Результаты данной главы опубликованы в работе [38].

Начнем с краткого обзора упомянутых неравенств для сумм независимых случайных
величин. Пусть (Y`)

n�1
`=0 � независимые случайные величины с E[Y`] = 0 и положим

S̄n =
Xn�1

`=0
Y` . (1.2)

Предположим, что для некоторого c > 0, для всех ` 2 {0, . . . , n�1} и целых k � 3 выполнена
оценка |E[Y k

` ]|  (k!/2)Var(Y`)ck�2. Это условие известно как условие Бернштейна и влечет
одноименное неравенство: для любого t > 0 и n 2 N,

P(|S̄n| � t)  2 exp

⇢
�

t
2
/2

Var(S̄n) + ct

�
. (1.3)

Условие и неравенство Бернштейна могут быть обобщены с помощью кумулянтного разло�
жения, как предложено в [21]. Напомним, что k-й кумулянт случайной величины Y есть

�k(Y ) =
1

ik
dk

dtk
�
log E[eitY ]

�����
t=0

.

Бенткус в [21] предложил следующее обобщение неравенства Бернштейна: если существуют
� � 0 и B � 0 такие, что для всех k 2 N , k � 2, выполняется

|�k(S̄n)|  (k!/2)1+� Var(S̄n)B
k�2

, (1.4)

то для всех t � 0,

P(|S̄n| � t)  2 exp

⇢
�

t
2
/2

Var(S̄n) + B1/(1+�)t2�1/(1+�)

�
. (1.5)

Можно показать, что условие (1.4) также следует из некоторых обобщений условия Берн�
штейна, см., к примеру, Теорему 3.1 в [42]. Заметим, что неравенство Бернштейна влечет
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экспоненциальную скорость убывания хвостов распределения S̄n. В то же время, важно ис�
следовать и свойства сумм случайных величин, имеющих лишь конечное число моментов.
В таких случаях предметом интереса обычно являются оценки (полиномиальных) моментов
для S̄n. В частности, в работе [43] получена следующая версия неравенства Розенталя (см.
также оригинальную статью [44]): для q � 2,

E[|S̄n|
q]  C

q
�
q
q/2 Var(S̄n)

q/2 + q
qE[| max

`2{0,...,n�1}
Y`|

q]
 
, (1.6)

где C - абсолютная константа. Если условие (1.6) выполнено для всех q � 2, можно показать,
что S̄n удовлетворяет неравенству типа Бернштейна, при условии, что |max`2{1,...,n} Y`| имеет
конечную  1-норму Орлича, см. например [12].

1.2. Научный вклад

В данной главе получены аналоги неравенств Розенталя (1.6) и Бернштейна (1.5) для
аддитивных функционалов от цепей Маркова вида (1.1). Рассмотрены марковские ядра P,
итерации которых ⇠Pn сходятся к стационарному распределению ⇡ либо в V -норме полной ва�
риации, либо в полуметрике Канторовича-Васерштейна. Доказательство основано на технике
кумулянтного разложения, изложенной в [21], [42], и далее развитой в [45]. В стационарном
случае (при совпадении стартового распределения ⇠ с ⇡) ключевым шагом доказательства
является оценка центральных моментов, связанных с {g(X`)}

n�1
`=0 . Данная оценка получена

при помощи формулы Леонова-Ширяева [22]. Предложенная техника позволяет получить
оценки с явными и вычислимыми константами. Также рассмотрен случай нестационарной
цепи с произвольным стартовым распределением ⇠. Результаты для нестационарного случая
получены с использованием методов каплинга, см. [46] и главу 19 в [41].

1.3. Обзор литературы

Ниже мы обсудим основные известные в литературе результаты, связанные с концен�
трацией аддитивных функционалов от цепей Маркова, и соответствующие подходы к дока�
зательствам. Так, в работах [47–49] получены неравенства типа Азумы-Хёфдинга для (1.1).
Оценки для случая марковских ядер, которые являются сжимающими в метрике Канторо�
вича-Васерштейна, получены в [50]. Однако результаты [50] требуют проверки дополнитель�
ных условий, связанных с такими величинами, как гранулярность и локальная размерность,
которые сложно оценить на практике. В работах [51–53] установлены аналоги неравенств
Хёфдинга и Бернштейна для ограниченных функций g с использованием спектральных ме�
тодов. При этом предполагается, что соответствующее марковское ядро P имеет положи�
тельный спектральный зазор. Отметим однако, что V -геометрическая эргодичность P не
обязательно влечет наличие спектрального зазора (см. [54]). Более того, неравенства в этих
статьях формулируются с использованием верхних оценок на дисперсию Sn.

Подход, исследованный в [12, 14, 19, 20, 55, 56], заключается в использовании техни�
ки регенерации для получения моментных оценок и неравенств концентрации в предполо�
жении V -геометрической эргодичности. Эти техники основаны на конструкции Нуммелина
[57] и [58], позволяющей разделить сумму Sn на блоки случайного размера, являющиеся
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1-зависимыми случайными величинами. Особенно стоит отметить статьи [14] и [20]. В тео�
реме 1 из [14] получено неравенство типа Бернштейна для V -геометрически эргодических
сильно апериодических марковских ядер (см. Определение 2) и неограниченных функций.
Теорема 1 из [20] обобщает этот результат на апериодические марковские цепи, но это обоб�
щение применимо только к ограниченными функциям. Кроме того, упомянутые результаты
неприменимы к марковским цепям, которые геометрически эргодичны в смысле полуметри�
ки Канторовича-Васерштейна и не охватывают результаты, представленные в Секции 1.5.

Моментные оценки и неравенства типа Бернштейна были также получены для слабо
зависимых случайных величин и для случайных величин, удовлетворяющих условиям пере�
мешивания; см. [10, 45, 59]. Эти результаты, вообще говоря, несравнимы с представленными
в диссертации, так как зависят от коэффициентов слабой зависимости или перемешивания
вместо условий сноса и локальных условий миноризации (см. A 1-A 2).

1.4. Результаты для V -геометрически эргодических цепей Маркова

Начнем со случая, когда марковское ядро P является V -геометрически эргодическим
(см. Определение 3). А именно, потребуем, чтобы P удовлетворяло следующим условиям:

A 1. Существуют измеримая функция V : X ! [e,1), � 2 (0, 1) и b � 0, такие что для

любого x 2 X, PV (x)  �V (x) + b.

A 2. Существуют целое число m � 1, ✏ 2 (0, 1) и d � 0, такие что множество {x 2 X :

V (x)  d} является (m, ✏)-малым и �+ 2b/(1 + d) < 1. Здесь � и b определены в A 1.

В отличие от стандартного определения функции Ляпунова V , в A 1 предполагается,
что V принимает значения в [e,1), а не в [1,1). Такой выбор позволяет избежать техни�
ческих проблем при рассмотрении норм, связанных с W (x) = log V (x). При выполнении
A 1 и A 2 марковское ядро P является V -геометрически эргодическим. Обозначим через ⇡
его единственное инвариантное распределение. Тогда по теореме 19.4.1 из [41], для любой
вероятностной меры ⇠, удовлетворяющей ⇠(V ) < 1, и для всех n 2 N,

k⇠Pn
� ⇡kTV  k⇠Pn

� ⇡kV  c{⇠(V ) + ⇡(V )}⇢n . (1.7)

Явные выражения для ⇢ и c в зависимости от параметров из A1 и A2 можно найти, например,
в [41, теорема 19.4.1]. Перед тем как перейти к основным результатам, введем несколько
обозначений. Для каждого q 2 N, u 2 {1, . . . , q � 1} и � � 0, определим

B�(u, q) =
(2q)!

u!

X

(k1,...,ku)2Eu,q

uY

i=1

(ki!)
�+2

, (1.8)

где Eu,q = {(k1, . . . , ku) 2 Nu :
Pu

i=1 ki = 2q , ki � 2}. Теперь сформулируем неравенство типа
Розенталя для V -геометрически эргодической марковской цепи с ведущим (относительно
n) членом оценки пропорциональным Var⇡(Sn), умноженной на соответствующий момент
гауссовского распределения mG,q (см. (6)). Всюду в этой главе положим ḡ(x) = g(x)� ⇡(g).
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Теорема 1. Пусть выполнены A 1, A 2, и q 2 N. Тогда для любой функции g 2 LV 1/(2q),

E⇡[|Sn|
2q]  mG,q{Var⇡(Sn)}

q + C2q
0 kḡk

2q
V 1/(2q)

Xq�1

u=1

B0(u, q)nu

⇢u/2 log2q�u (1/⇢)
, (1.9)

где C0 = 2c⇡(V ), и c определено в (1.7). Более того, для любой вероятностной меры ⇠ на

(X,X ), такой что ⇠(V ) < 1, выполнено

E⇠

⇥��Sn

��2q⇤  22q�1E⇡

⇥��Sn

��2q⇤+ 26q�1
kḡk

2q
V 1/(2q)c{⇠(V ) + ⇡(V )}

q
2q

⇢(log(1/⇢))2q
. (1.10)

Доказательство данного результата основано на методе кумулянтного разложения, по�
дробно описанном в [45] для случая слабо зависимых случайных величин. Для сумм неза�
висимых случайных величин данный метод был ранее описан в [21] и [42]. Обобщение на
произвольное начальное распределение (1.10) выполнено с использованием методов каплинга
[41, глава 19]. Стоит отметить, что результат Теоремы 1 не требует сильной апериодичности
ядра P, в отличие от результатов [14]. Напомним, что сильная апериодичность P в частно�
сти влечет, что A 2 выполняется с m = 1. Ранее требование сильной апериодичности было
ослаблено в [20], но только при требовании ограниченности функций g в Sn.

В результатах выше мы задали q 2 N и рассмотрели g 2 LV 1/(2q) . При этих предпо�
ложениях мы не можем контролировать экспоненциальные моменты Sn. Далее рассмотрим
случай g 2 LW � , где W = log V и � � 0. В этом случае, помимо неравенства типа Розенталя
(1.9), мы можем сформулировать аналог неравенства Бернштейна (1.5).

Теорема 2. Пусть выполнены A 1, A 2, и � � 0. Тогда для всех g 2 LW � и t � 0 выполнено

P⇡(|Sn| � t)  2 exp

⇢
�

t
2
/2

Var⇡(Sn) + J1/(�+3)
n,W � t2�1/(�+3)

�
, где Jn,W � имеет вид (1.11)

Jn,W � =

✓
n⇢

�1/2
{log(1/⇢)}�1C2

0kḡk
2
W �

Var⇡(Sn)
_ 1

◆
21+3�

�
3�C0kḡkW �

log(1/⇢)
. (1.12)

Более того, для любого стартового распределения ⇠, такого что ⇠(V ) < 1, и функции g,

такой что kḡkW � = 1, выполнено

P⇠(|Sn| � t)  P⇡(|Sn| �
t
4) +

� exp{�h1(�,⇢)t$� }

⇢1/2
+ exp{�h2(�)t$� }

1�⇢

�
c{⇠(V ) + ⇡(V )} , (1.13)

где $� = 1/(1 + �), h1(�, ⇢) = log(1/⇢)/(41+$�$�), и h2(�) = (1 + �)/(21+2$��).

Сравнивая (1.11) с (1.5), можно отметить, что в субэкспоненциальном режиме показа�
тель t

1/(�+1) заменяется на t
1/(�+3). Аналогичное поведение хвостов оценки ранее было отме�

чено в [45]. Заметим также, что Jn,W � зависит от Var⇡(Sn), более того, возможно, что Jn,W �

растет с увеличением n. Этот недостаток имеют и другие результаты, ранее полученные с ис�
пользованием кумулянтного разложения [45]. Доказательство неравенства типа Бернштейна
(1.13) использует метод каплинга [41, глава 19].

Можно сравнить результаты Теоремы 2 с результатами, полученными в теоремах 1.1-1.3
[14] в дополнительном предположении сильной апериодичности P. Тогда (1.11) есть версия
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неравенства Бернштейна с точной константой 2 перед дисперсией и с явной зависимостью от
параметров из A 1 и A 2, что улучшает результаты теоремы 1.1 из [14]. Однако оценка [14]
точнее для больших t и убывает как exp{�t

1/(1+�)
} по сравнению с exp{�t

1/(3+�)
} в (1.11).

Стоит отметить, что показатель степени в членах, отражающих зависимость от начального
условия (1.13), равен 1/(1 + �), как и в теореме 1.1 из [14]. Но в отличие от результата
[14], зависимость от стартового распределения ⇠ появляется в качестве множителя, а не
показателя степени.

1.5. Результаты для цепей Маркова, геометрически эргодических
относительно полуметрики Канторовича-Васерштейна

В этой главе мы обобщаем результаты, полученные в Секции 1.4, на случай марковских
ядер, которые являются сжимающими в смысле полуметрики Канторовича-Васерштейна.
Это позволяет рассмотреть задачи, в которых марковское ядро P не является неприводи�
мым. Таким образом, мы более не предполагаем A 2, и техника регенерации, лежащая в
основе [14, 20], становится неприменимой. Марковские цепи с подобными ядрами P типичны
в случае бесконечномерных пространств, см., например, [60, 61] и [41, глава 20]. В Секции 1.4
комбинация предположений A 1 и A 2 позволяла доказать существование и единственность
инвариантного распределения ⇡ для P вместе с геометрической скоростью сходимости ⇠Pn к
⇡. Чтобы обобщить эти результаты без опоры на A2, необходимо определить несколько объ�
ектов, связанных с полуметрикой Канторовича-Васерштейна. Рассмотрим ценовую функцию
c : X⇥ X ! R+, удовлетворяющую следующему условию:

C 1. c полунепрерывна снизу и симметрична, при этом c(x, x0) = 0 для x = x
0
. Также

существует pc 2 N, такое что для любых x, x
0
2 X, (d(x, x0) ^ 1)pc  c(x, x0)  1.

Будем говорить, что K является каплинг-ядром для P, если для всех (x, x0) 2 X2 и
A 2 X , K((x, x0),A ⇥ X) = P(x,A) и K((x, x0),X ⇥ A) = P(x0

,A). Рассмотрим следующее
предположение, ослабляющее условие малых множеств A 2:

A 3. Существуют каплинг-ядро K для P, m 2 N, " 2 (0, 1), K � 1, такие что

Kc(x, x0)  Kc(x, x
0) , Kmc(x, x0)  (1� " C̄(x, x

0))c(x, x0) , (1.14)

где C̄ = {V (x)  d}⇥ {V (x0)  d}, и параметр d удовлетворяет �+ 2b/(1 + d) < 1. Здесь �

и b даны в A 1, а функция c определена в C 1.

Можно показать, что предположения A1 и A3 влекут существование и единственность
инвариантного распределения ⇡ и геометрическую скорость сходимости ⇠Pn к ⇡ для любого
начального распределения ⇠ в смысле Wc1/2V̄ 1/2 .

Утверждение 1. Пусть выполнены A 1, A 3, и C 1. Тогда P допускает единственное

инвариантное распределение ⇡, такое что ⇡(V ) < 1. Более того, для всех начальных рас�

пределений ⇠ и n 2 N,

Wc (⇠P
n
, ⇡)  Wc1/2V̄ 1/2 (⇠P

n
, ⇡)  c1%

n
⇥
⇠(V 1/2) + ⇡(V 1/2)

⇤
, (1.15)
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где явные выражения для c1 > 0 и % 2 (0; 1) можно найти в Утверждении 1 работы [38].

Первый основной результат этого раздела � аналог неравенства Розенталя (1.9). Рас�
смотрим функции g из взвешенного липшицевого класса L�,V с подходящим � > 0 (см.
определение L�,V в (5)). Требование лишь конечной V

�-нормы, как в Секции 1.4, было бы
недостаточным. Аналогично Теореме 1, ведущим членом оценки является Var⇡(Sn), умно�
женная на момент гауссовской случайной величины.

Теорема 3. Пусть выполнены A1, A3, C 1, и q 2 N. Тогда для любой функции g 2 L1/(4q),V ,

E⇡[|Sn|
2q]  mG,q{Var⇡(Sn)}

q + C2q
1 [ḡ]2q1/(4q),V

Xq�1

u=1

B0(u, q)nu

%u/2{log(1/%)}2q�u
, (1.16)

где B0(u, q) определено в (1.8), и C1 = 4c1{⇡(V )}1/2.

Доказательство следует той же общей идее, что и доказательство Теоремы 1, и также
опирается на метод кумулянтов. Данный результат допускает обобщение на нестационарный
случай аналогично (1.10). При этом вместо максимального каплинга используется ядерный
каплинг. Сформулируем следствие из данного результата для функций g 2 L1,W � в виде
неравенства Бернштейна:

Теорема 4. Пусть выполнены A 1, A 3, C 1. Тогда для любого � � 0, g 2 L1,W � , и t � 0,

P⇡(|Sn| � t)  2 exp

⇢
�

t
2
/2

Var⇡(Sn) + J1/(�+3)
n,W � t2�1/(�+3)

�
, где Jn,W � имеет вид

Jn,W � =

✓
n%

�1/2
{log(1/%)}�1C2

1(2�)
4�[ḡ]21,W �

Var⇡(Sn)
_ 1

◆
2(2�)2�C1[ḡ]1,W �

log(1/%)
. (1.17)

Теорема 5. В предположениях Теоремы 4 для любой вероятностной меры ⇠ на (X,X ),

удовлетворяющей ⇠(V 1/2) < 1, верно, что для всех t � 0

P⇠(|Sn| � t)  P⇡(|Sn| � t/2) + exp

✓
�

log(1/%)t$�

23+$� [ḡ]$�

1,W �$�

◆
c
1/2
1 {⇡(V 1/2) + ⇠(V 1/2)}1/2h1(%)

+ exp

✓
�

(1 + �)��t$�

25+$� [ḡ]$�

1,W ��

◆
c
��
1 {⇡(V 1/2) + ⇠(V 1/2)}��h2(%) ,

где $� = 1/(1+�), �� = 1^(2�)�1
, и выражения для h1(%), h2(%) приведены в [38, Теорема 12].

Насколько известно автору, в Теореме 4 впервые получено неравенство типа Бернштей�
на для функций g из взвешенного липшицева класса L1,W � без условия A2 или его аналогов.
Предыдущие результаты такого рода для неограниченных функций и слабо зависимых после�
довательностей [10] покрывали лишь случай функций g линейного роста. Также Теорема 5
позволяет сохранить ту же скорость убывания члена, отражающего зависимость от началь�
ных условий (то есть, exp{�t

1/(1+�)
}), которая была ранее получена для V -геометрически

эргодического случая, рассмотренного в (1.13). Это первый результат такого рода для ядер,
которые геометрически эргодичны в полуметрике Канторовича-Васерштейна.
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Глава 2

Снижение дисперсии для зависимых последовательностей
и его приложения к алгоритмам MCMC со

стохастическими градиентами
2.1. Введение

В данной главе диссертации предложен и проанализирован новый метод снижения дис�
персии для аддитивных функционалов от зависимых случайных величин. Ключевым техни�
ческим элементом анализа являются неравенства типа Розенталя, подобные тем, что были
получены ранее в Секции 1. Основные результаты главы опубликованы в [39].

Начнем с описания постановки задачи снижения дисперсии в методах Монте-Карло.
Основной целью данных методов является вычисление интеграла ⇡(f) =

R
X f(x)⇡(dx) отно�

сительно вероятностной меры ⇡ для некоторой интегрируемой функции f : X 7! R, заданной
на измеримом пространстве (X,X ). Чаще всего на практике рассматривается случай про�
странства X ✓ Rd и меры ⇡, допускающей плотность относительно меры Лебега на Rd. Для
упрощения обозначений, будем также обозначать данную плотность через ⇡. В этом случае
рассмотренная нами задача сводится к вычислению интеграла

Z

X

f(x)⇡(x) dx (2.1)

Известно, что в случае X = [0, 1]d приближение интеграла (2.1) с заданной степенью точности
при помощи детерминированных алгоритмов требует вычислить экспоненциально много (в
зависимости от размерности d) значений функции f , см. к примеру [62]. Поэтому с ростом
d подобные методы быстро становятся неприменимы. Альтернативой квадратурным фор�
мулам являются стохастические оценки (2.1), получаемые с помощью метода Монте-Карло
и его модификаций [26]. Заметим, что ⇡(f) = E⇡[f(X)], где случайная величина X имеет
распределение ⇡. Следовательно, состоятельной оценкой ⇡(f) в силу закона больших чисел
является выборочное среднее

⇡N(f) := N
�1
XN�1

k=0
f(Xk) , N 2 N,

где (Xk)
N�1
k=0 - независимые, одинаково распределенные случайные величины с распределени�

ем ⇡. Более того, если ⇡(f 2) < 1, можно построить для ⇡(f) асимптотический доверитель�
ный интервал с уровнем доверия 1� ↵ на основе центральной предельной теоремы:

⇥
⇡N(f)� q1�↵/2

q
Var⇡(f)

N , ⇡N(f) + q1�↵/2

q
Var⇡(f)

N

⇤
, (2.2)

где q1�↵/2 - квантиль стандартного нормального распределения уровня 1 � ↵/2. Таким об�
разом, более точную оценку для ⇡(f) можно получить либо путем увеличения размера вы�
борки N , либо путем снижения дисперсии Var⇡(f). Одним из наиболее популярных методов,
направленных на снижение Var⇡(f), является метод контрольных переменных, см. [23], [24].
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Целью метода контрольных переменных является построение легко вычислимой случай�
ной величины Y (контрольной переменной), такой, что E[Y ] = 0, E[Y 2] < 1, и дисперсия
случайной величины f(X)�Y мала (напомним, что случайная величина X имеет распределе�
ние ⇡). Чаще всего на практике [27] используются контрольные переменные вида Y = g(X),
где функция g удовлетворяет условию ⇡(g) = 0. Обычно практическое применение метода
контрольных переменных в описанной постановке состоит из двух этапов. На первом этапе
выбирается класс функций G = {g : ⇡(g) = 0}, называемый классом контрольных перемен�
ных. Затем на основе независимых одинаково распределенных величин (Xk)

n�1
k=0 с распреде�

лением ⇡ и некоторой оптимизационной задачи выбирается bgn 2 G. После этого для новой
выборки (X 0

k)
N�1
k=0 из ⇡, не зависящей от (Xk)

n�1
k=0 , строится оценка

⇡N(f � bgn) = N
�1
XN�1

k=0
{f(X 0

k)� bgn(X 0

k)} . (2.3)

Заметим, что ⇡(f�bgn) = ⇡(f), и удачный выбор функции bgn может обеспечить более точные
асимптотические доверительные интервалы для ⇡(f), имеющие вид

⇥
⇡N(f � bgn)� q1�↵/2

q
Var⇡(f�bgn)

N , ⇡N(f � bgn) + q1�↵/2

q
Var⇡(f�bgn)

N

⇤
. (2.4)

Возможный выигрыш от применения метода контрольных переменных зависит от того, как
изменяется длина асимптотического доверительного интервала в модифицированном экспе�
рименте (2.4) по сравнению с исходным экспериментом (2.2).

2.2. Метод контрольных переменных для зависимых наблюдений

Зачастую оказывается, что генерация независимых случайных величин с распределе�
нием ⇡ невозможна, либо вычислительно неэффективна [7]. Такая ситуация типична для
X = Rd и высокой размерности d. В таких случаях оказывается проще построить последо�
вательность зависимых случайных величин (Xk)1k=0, распределение которых сходится к ⇡

с ростом k. При условии выполнения центральной предельной теоремы, асимптотический
доверительный интервал для ⇡(f) в подобном эксперименте принимает вид

h
⇡N(f)� q1�↵/2

q
V1(f)

N , ⇡N(f) + q1�↵/2

q
V1(f)

N

i
, (2.5)

где V1(f) - асимптотическая дисперсия, определяемая соотношением

V1(f) := lim
N!1

N · E[
�
⇡N(f)� ⇡(f)

�2
] . (2.6)

Таким образом, естественной целью методов снижения дисперсии для зависимых случайных
величин является разработка эксперимента с меньшей асимптотической дисперсией V1(·).

Чаще всего зависимая последовательность (Xk)1k=0 строится при помощи алгоритмов
Монте-Карло по схеме марковской цепи (Markov Chain Monte Carlo, MCMC). Подобные ал�
горитмы строят (Xk)1k=0, являющуюся цепью Маркова с единственным инвариантным рас�
пределением ⇡, после чего оценивают ⇡(f) при помощи эргодического среднего ⇡N(f). При
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этом ⇡N(f) может иметь большую дисперсию из-за неизбежных корреляций между соседни�
ми элементами цепи. Особенно популярны в приложениях алгоритмы MCMC, основанные на
динамике Ланжевена, см. [36, 37, 63]. Особенно стоит отметить алгоритм SGLD [33], см. Сек�
цию 2.6. Существуют также модификации алгоритма SGLD, которые генерируют зависимые
последовательности (Xk)1k=0, не являющиеся цепями Маркова, например [29].

Важным вопросом, связанным с методом контрольных переменных, является выбор
критерия, используемого для выбора контрольной переменной. В случае независимых на�
блюдений обычно используется критерий на основе метода наименьших квадратов [27], [64]
или эмпирической дисперсии [65]. Последний приводит к методу минимизации эмпирической
дисперсии (EVM), подробно изученному в [65]. В случае зависимых наблюдений (Xk)1k=0 си�
туация более сложная, что связано со сложностью оценивания V1(·) в (2.6). В частности,
в случае (Xk)1k=0, являющейся цепью Маркова, в недавних работах [66–68] используется ме�
тод, основанный на минимизации оценки наименьших квадратов, цель которого � миними�
зация маргинальной дисперсии Var⇡(·) вместо V1. Альтернативный подход, предложенный
в [32], использует минимизацию оценки V1, аналогичную рассматриваемой в данной рабо�
те. Однако в [32] рассматриваются цепи Маркова с ядром, удовлетворяющим либо условию
V -геометрической эргодичности, либо L

p-транспортному неравенству (см. Определение 3.1
в [39]), что ограничивает класс возможных приложений.

2.3. Научный вклад

Ниже перечислены основные результаты данной главы:

• Предложено обобщение метода снижения дисперсии ESVM, предложенного в [32], для
зависимых случайных последовательностей, удовлетворяющих условию стационарно�
сти ковариаций (см. (CS) в Секции 2.4). Для метода получены оценки избыточной
асимптотической дисперсии V1(f � bgn)� infg2G V1(f � g), где контрольная переменная
bgn построена с использованием алгоритма ESVM;

• Получены неравенства концентрации для квадратичных форм от функций от цепей
Маркова, удовлетворяющих условию равномерной геометрической эргодичности в мет�
рике Канторовича-Васерштейна Wd,1. Данные результаты применены к итерациям ал�
горитма SGLD (см. Секцию 2.6). В частности, показано, что с выбором параметриче�
ского класса контрольных переменных G, верно

V1(f � bgn)� inf
g2G

V1(f � g) . n
�1/2 log5/2(n),

где n - число наблюдений X0, . . . , Xn�1, использованных для оценки bgn.

2.4. Минимизация спектральной оценки асимптотической дисперсии

Пусть (⌦,F, (Fk)k�0,P) - вероятностное пространство с фильтрацией (Fk)k�0, (Xk)1k=0 -
случайный процесс, согласованный с (Fk)k�0 и принимающий значения в X. На данном этапе
предполагается, что X - полное сепарабельное метрическое пространство. Обозначим через G

класс контрольных переменных, то есть функций g 2 G, удовлетворяющих условиям ⇡(g2) <
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1, ⇡(g) = 0 и E[g2(Xk)] < 1 для всех k 2 N. Обозначим класс функций H := {f �g : g 2 G}.
Напомним, что h̄ = h� ⇡(h). Предположим, что класс H удовлетворяет условию (CS).

(CS). Для всех h 2 H существует симметричная, суммируемая и положительно полу�

определённая последовательность (⇢(h)(`))`2Z, удовлетворяющая условиям:

• ⇢
(h)(0) = Var⇡(h);

• Существует константа R > 0, не зависящая от h и `, такая что для всех ` 2 N0

X
k2N0

���E
⇥
h̄(Xk)h̄(Xk+`)

⇤
� ⇢

(h)(`)
���  R ,

• lim`!1

P
k2N0

���E
⇥
h̄(Xk)h̄(Xk+`)

⇤
� ⇢

(h)(`)
��� = 0.

Условие (CS) гарантирует существование V1(h), определенной в (2.6) для любой функ�
ции h 2 H, см. Утверждение 2.1 в [39]. Более того, V1(h) может быть записана в виде

V1(h) =
X

`2Z

⇢
(h)(`). (2.7)

Поскольку прямое вычисление V1(h) обычно невозможно, предложенный алгоритм сниже�
ния дисперсии должен опираться на ее эмпирический аналог, Vn(h). Среди существующих
оценок асимптотической дисперсии (см. [69]) мы используем спектральную оценку

Vn(h) :=
X

|`|<bn

wn(`)⇢
(h)
n (|`|) , ⇢

(h)
n (|`|) = n

�1
n�`�1X

k=0

�
h(Xk)� ⇡n(h)

��
h(Xk+`)� ⇡n(h)

�
. (2.8)

В (2.8) параметр bn обычно увеличивается с ростом n, а веса wn(`) имеют вид wn(`) = w(`/bn)

для симметричной неотрицательной функции w, такой что supy2[0,1] |w(y)|  1, и w(y) = 1 для
y 2 [�1/2, 1/2]. Теперь сформулируем алгоритм ESVM для зависимых последовательностей,
удовлетворяющих (CS). Основываясь на спектральной оценке Vn(h) из (2.8), будем выбирать
bgn (эквивалентно, bhn = f � bgn) как минимизатор спектральной оценки асимптотической
дисперсии

bhn 2 argminh2H Vn(h) . (2.9)

Псевдокод процедуры ESVM приведен в Алгоритме 1.

Алгоритм 1 Минимизация спектральной оценки асимптотической дисперсии (ESVM)

Входные данные: Независимые последовательности: Xn = (Xk)
n�1
k=0 и X

0

N = (X 0

k)
N�1
k=0 .

1. Фиксируем класс G функций с ⇡(g) = 0 для всех g 2 G;
2. Вычисляем bgn 2 argming2G Vn(f � g), где Vn вычисляется на основе траектории Xn.
Результат: Оценка ⇡N(f � bgn), вычисляемая на последовательности X

0

N .

Построение контрольной переменной. Если ⇡ известно хотя бы с точностью до нор�
мализующей константы, можно построить контрольные переменные, зависящие только от
градиента r log ⇡, используя оператор Cтейна, как предложено в [70, 71]. Данный подход
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был подробно исследован в литературе, см. [27, 64, 72]. Соответствующие контрольные пере�
менные (часто называемые стейновскими контрольными переменными) имеют вид

g�(✓) = h�(✓),r log ⇡(✓)i+ div
�
�(✓)

�
, (2.10)

где � : Rd
! Rd - гладкая функция, а div(�) � дивергенция �. Тогда при выполнении

соответствующих условий на log ⇡(✓) можно гарантировать, что ⇡(g�) = 0, см. [72].

Теоретический анализ. Для упрощения задачи оптимизации в (2.9), предположим, что
H является вполне ограниченным, и обозначим через H" минимальную "-сеть относительно
L
2(⇡)-нормы, то есть наименьшее возможное множество функций H" ⇢ H, такое что для

всех h 2 H существует h" 2 H", такое что L
2(⇡)-расстояние между h и h" не превышает ".

Рассмотрим задачу минимизации по классу H":

bhn," 2 argminh2H"
Vn(h) . (2.11)

Можно показать, что асимптотическая дисперсия V1(bhn,") близка к наименьшей асимптоти�
ческой дисперсии элементов класса H, т.е. к infh2H V1(h). Для этого необходимо предполо�
жение о скорости убывания (⇢(h)(`))`2Z из (CS):

(CD). Существуют & > 0 и � 2 [0, 1), такие что для всех h 2 H и ` 2 N0,
��⇢(h)(`)

��  &�
`
.

Теорема 6. Пусть выполнены условия (CS) и (CD). Дополнительно предположим, что

для любого n 2 N существует непрерывная убывающая функция ↵n, удовлетворяющая

suph2H P
⇣��Vn(h)� E[Vn(h)]

��> t

⌘
 ↵n(t), t > 0. (2.12)

Тогда, для любого � 2 (0, 1) и " > 0, с вероятностью не менее 1� �, выполняется

V1(bhn,")� infh2H V1(h) . ↵
�1
n

✓
�

2|H"|

◆
+
⇣p

Rn
�1/2 +

p

D

⌘
bn"+

p

RD bnn
�1/2

+
�
R + &(1� �)�1

�
bnn

�1 + &(1� �)�2
n
�1 + &(1� �)�1

�
bn/2,

где ↵
�1
n - обратная функция к ↵n, и D = suph2H Var⇡(h), и первая асимптотическая диспер�

сия является условной по случайным величинам X0, . . . , Xn�1, по которым была вычислена

bhn," в (2.11).

Теорема 6 обобщает аналогичные результаты, ранее полученные в [65] для независимых
последовательностей (Xk)1k=0 и в [32] для марковских цепей с условием геометрической эр�
годичности в V -норме полной вариации и метрике Канторовича-Васерштейна Wd,2. Данная
теорема применима к любой зависимой последовательности, для которой можно проверить
выполнение условий (CS) и (CD), а также неравенство концентрации (2.12) для квадратич�
ной формы Vn(h). Далее мы исследуем эти свойства для цепей Маркова, удовлетворяющих
условию равномерной эргодичности относительно метрики Канторовича-Васерштейна Wd,1.
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2.5. Приложения к марковским ядрам, эргодическим в смысле
метрики Канторовича-Васерштейна

В дальнейшем предположим, что (Xk)1k=0 - цепь Маркова на полном сепарабельном мет�
рическом пространстве (X, d) с борелевской �-алгеброй X и марковским ядром P. Рассмотрим
ядро P, удовлетворяющее условию Wd,p-равномерной эргодичности для некоторого p � 1:

(WE).-p Существует x0 2 X, такое что
R
X d(x0, x)P(x0, dx) < 1 и такая константа

�p 2 [0, 1) (возможно, зависящая от p), что

sup
(x,x0)2X2, x 6=x0

Wd,p(�xP, �x0P)

d(x, x0)
= �p .

Известно (см. теорему 20.3.4 в [41]), что выполнение условия (WE)-p с некоторым p � 1,

означает, что P имеет единственное инвариантное распределение ⇡. Более того, для любой
вероятностной меры ⇠ с конечным p-м моментом,

Wd,p(⇠P
n
, ⇡)  �n

pWd,p(⇠, ⇡) , n 2 N. (2.13)

Случай марковских ядер, удовлетворяющих (WE)-2, уже рассматривался ранее в [32]. Од�
нако исследование свойств концентрации квадратичных форм Vn(h) в таком случае требует
дополнительных ограничительных свойств от марковского ядра P(x, ·), связанных с выпол�
нением L

2-транспортного неравенства, см. Утверждение 3.2 в [39]. Далее мы сосредоточимся
на более общем условии (WE)-1. В этом случае условия (CS) и (CD) могут быть проверены
для класса H, являющегося подмножеством класса ограниченных липшицевых функций.

Утверждение 2. Пусть H ⇢ Lipb,d(L,B) и выполнено (WE)-1. Тогда для любого начального

распределения ⇠ 2 S1(X, d) предположения (CS) и (CD) выполнены с

⇢
(h)(`) = E⇡

⇥
h̄(X0)h̄(X|`|)

⇤
, � = �1, (2.14)

и константами R, & указанными в [39, Утверждение 3.3]. Более того, для любого p 2 N,

P⇠

���Vn(h)� E⇠[Vn(h)]
�� � t

�


C̄
p
R,1B

2p
b
3p/2
n p

p

np/2tp
+

C̄
p
R,2B

2p
b
2p
n p

2p

np�1tp
, (2.15)

где C̄R,1 и C̄R,2 - константы, приведенные в [39, уравнение (A.28)].

Доказательство Утверждения 2 основано на версии неравенства Розенталя, адаптиро�
ванной из [45]. Отметим, что Vn(h) является квадратичной формой от h(X0), . . .,h(Xn�1).
Изучение свойств концентрации таких объектов является сложной задачей даже для неза�
висимых случайных величин [73]. Недавние результаты [74] и [75] для квадратичных форм
от цепей Маркова покрывают только случай равномерной геометрической эргодичности (от�
носительно нормы полной вариации). Данное условие является значительно более ограничи�
тельным по сравнению с условиями Утверждения 2. Более того, случай равномерно геомет�
рически эргодических цепей Маркова не покрывает алгоритмы, рассмотренные в Секции 2.6.
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2.6. Приложения к алгоритмам MCMC на основе динамики
Ланжевена

Рассмотрим ситуацию, когда интересующее нас распределение ⇡ является вероятност�
ной мерой на Rd с плотностью относительно меры Лебега, которую мы также обозначим через
⇡. Предположим, что существует функция U(✓) : Rd

! R, такая, что C̃ =
R
Rd e

�U(✓)d✓ < 1,
и ⇡(✓) = e

�U(✓)
/C̃ для ✓ 2 Rd. Предполагается, что функция U известна, но не нормирую�

щая константа C̃. Популярный класс алгоритмов MCMC для генерации данных из подобной
плотности ⇡ основан на диффузии Ланжевена

dYt = �rU(Yt) dt+
p

2dWt , (2.16)

где (Wt)t�0 - d-мерный Винеровский процесс. При соответствующих технических условиях на
U (см. [36]), уравнение (2.16) имеет единственное сильное решение. Более того, распределение
Yt сходится к ⇡ с экспоненциальной скоростью, см., например, [63]. Используя схему Эйлера
для дискретизации (2.16), мы получим неадаптированный алгоритм Ланжевена (Unadjusted
Langevin Algorithm, ULA). Обозначим через � > 0 соответствующий шаг дискретизации, и
через (⇠k)k�1 последовательность независимых стандартных нормальных d-мерных векторов.
Тогда итерации алгоритма ULA определяются соотношением

✓k+1 = ✓k � �rU(✓k) +
p
2� ⇠k+1 . (2.17)

Анализу теоретических свойств алгоритма ULA посвящены недавние работы [36, 37, 76]. В
числе недостатков данного алгоритма отметим, что вычисление градиента rU может требо�
вать значительного объема вычислений, например, если U(✓) = U0(✓) +

PK
i=1 Ui(✓), и число

слагаемых K велико. Следуя [33], в этом случае можно использовать алгоритм стохастиче�
ской градиентной динамики Ланжевена (Stochastic Gradient Langevin Dynamics, SGLD):

✓k+1 = ✓k � �G(✓k, Sk+1) +
p
2� ⇠k+1, G(✓, S) = rU0(✓) +KM

�1
X

i2S

rUi(✓). (2.18)

Случайная величина Sk+1 2 SM называется мини-батчем. При этом SM есть множество всех
подмножеств {1, . . . , K} мощности M , и Sk+1 выбирается независимо от Fk = �({(✓`, S`)}0`k).
Для теоретического анализа процедуры ESVM, примененной к наблюдениям, получаемым
при помощи (2.18), мы наложим следующие предположения на потенциал U :

(SGLD). Функция U(✓) = U0(✓) +
PK

i=1 Ui(✓) удовлетворяет следующим условиям:

1) Липшицев градиент: для любого i 2 {0, . . . , K}, Ui непрерывно дифференцируема на Rd

с градиентом, удовлетворяющим условию Липшица с константой eLU ;

2) Выпуклость: для любого i 2 {0, . . . , K}, Ui является выпуклой;

3) Сильная выпуклость: существует константа mU > 0, такая что для любых ✓, ✓
0
2 Rd

выполняется U(✓0) � U(✓) + hrU(✓), ✓0 � ✓i+ (mU/2)k✓0 � ✓k
2
.

Данные предположения являются классическими для анализа SGLD, см. [77, 78]. Обо�
значим через PSGLD переходное ядро SGLD, а через ⌥M � равномерное распределение над
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SM . Пусть P := PSGLD ⌦ ⌥M , и заметим, что теперь рассматриваемая цепь Маркова имеет
вид Xk = (✓k, Sk+1). В Утверждении 3.7 работы [39] показано, что P удовлетворяет условию
(WE)-1 с �1 =

p
1� �mU и имеет единственное инвариантное распределение. Обозначим

соответствующую асимптотическую дисперсию итераций SGLD как V
(SGLD)
1 (·). Тогда мы по�

лучаем следующий результат:

Теорема 7. Пусть H ✓ Lipb,d(L,B) и выполнено условие (SGLD). Зафиксируем любое

� 2
�
0, eL�1

U (K + 1)�1
�

и положим bn = 2dlog(n)/ log(1/�1)e с �1 =
p
1� �mU . Тогда, для

любого " > 0 и � 2 (0, 1), с вероятностью не менее 1� �,

V
(SGLD)
1

(bhn,")� inf
h2H

V
(SGLD)
1

(h) . C̄4 " log(n) + C̄5

s
log5(n)

n

✓
|H"|

�

◆1/ log(n)

+ C̄6
log n

n
, (2.19)

где C̄4, C̄5, и C̄6 � константы, приведенные в Теореме 3.8 работы [39], и первая асимпто�

тическая дисперсия является условной по случайным величинам X0, . . . , Xn�1, по которым

была вычислена bhn," в (2.11).

Следствие 1. Предположим, что в условиях Теоремы 7 класс H выбран параметрическим,

то есть существуют такие C⇢, ⇢ > 0, что |H"|  C⇢"
�⇢

для всех " 2 (0, 1). Тогда с вероят�

ностью не менее 1� 1/n верно

V
(SGLD)
1

(bhn,")� infh2H V
(SGLD)
1

(h) . n
�1/2 log5/2(n),

где . означает неравенство с точностью до константы, не зависящей от n.

Если класс H построен на основе стейновских контрольных переменных, мы можем
обеспечить H ✓ Lipb,d(L,B) за счет выбора гладких функций � с компактным носителем.
Как результат Следствия 1, асимптотические доверительные интервалы, построенные нашим
методом для алгоритма SGLD, имеют вид

⇡N(bhn,")± q1�↵/2

r
infh2H V1(h) + Cn�1/2

N
(2.20)

для некоторой константы C > 0. Предполагая, что число тестовых наблюдений N = n (см.
Алгоритм 1), ESVM позволяет получить длину асимптотического доверительного интервала
порядка n

�3/4, при условии, что класс H выбран таким образом, что infh2H V1(h) достаточно
мал. Этот результат интересно сравнить с ранее полученным в [65]. Результат (2.20) сопо�
ставим с "медленными" порядками, полученными в этой работе для случая независимых
наблюдений.

Примеры работы предлагаемого алгоритма для улучшения работы SGLD и его модифи�
каций можно найти в работе [39].
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Глава 3

Снижение дисперсии на основе мартингальных
разложений

3.1. Введение

Основное внимание в Главе 2 уделено задаче снижения дисперсии в задаче (2.1) в случае
аналитически известного распределения ⇡. Эта постановка идеально подходит для использо�
вания метода контрольных переменных, см. [32, 70, 71, 79, 80]. Особенно популярны при этом
стейновские контрольные переменные [81], [71], описанные в Секции 2.4. Основная проблема
этого подхода заключается в том, что он требует возможности вычисления ⇡ и r log ⇡, что
не всегда возможно. Однако, оказывается, что если ⇡ не известно аналитически и прямое
применение стейновских контрольных переменных невозможно, всё ещё можно предложить
альтернативные конструкции контрольных переменных, чему и посвящена данная глава.
Результаты этой главы опубликованы в [40].

Аналогично Главе 2, наша цель заключается в оценке ⇡(f) :=
R
Rd f(x)⇡(dx), где f :

Rd
! R, f 2 L2(⇡), и ⇡ имеет гладкую и всюду положительную плотность относительно

меры Лебега. Будем обозначать одной и той же буквой ⇡ как саму вероятностную меру, так
и её плотность. В дальнейшем будем отталкиваться от оценки ⇡(f), имеющей вид ⇡

x
n(f) =

1
n

Pn
p=1 f(X

x
p ), где (Xx

p )p2N0 - цепь Маркова, удовлетворяющая рекуррентному соотношению

X
x
p = �(Xx

p�1, ⇠p), p = 1, 2, . . . , X0 = x . (3.1)

Здесь (⇠p)1p=1 - последовательность независимых одинаково распределенных случайных векто�
ров ⇠p 2 Rm с распределением P⇠, а � : Rd

⇥Rm
! Rd - борелевская функция. Мы используем

верхний индекс x у случайных величин X
x
p , чтобы подчеркнуть зависимость от начального

условия. Класс цепей Маркова, удовлетворяющих (3.1), является довольно общим (см. [41,
теорема 1.3.6]), и покрывает такие алгоритмы MCMC, как неадаптированный алгоритм Лан�
жевена, и его версию с поправкой Метрополиса (ULA, MALA, см. [35], [36] или [41, глава 2]).
В дальнейшем предполагается известной полная ортонормированная система в L2(Rm

, P⇠),
обозначаемая как (�k)k�0. Поскольку зависимость от начального условия явно отражена в
⇡
x
n и X

x
p , мы используем обозначения E и Var вместо Ex и Varx, когда это применимо.

3.2. Научный вклад

Ниже перечислены основные результаты данной главы:

• Предложен метод снижения дисперсии для аддитивных функционалов от цепей Марко�
ва, удовлетворяющих рекуррентному представлению (3.1). В отличие от методов, осно�
ванных на использовании стейновских контрольных переменных, предлагаемый подход
не требует знания инвариантного распределения рассматриваемой марковской цепи.

• Проведен неасимптотический анализ снижения дисперсии, достигаемого нашим алго�
ритмом в модели с нормальным шумом (см. Раздел 3.4). Данная модель покрывает в
частности алгоритмы MCMC на основе динамики Ланжевена [36, 37].
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3.3. Мартингальные разложения

Начнем с вывода мартингального разложения для функций от марковских цепей ви�
да (3.1). Затем это разложение будет использовано для построения эффективного алгорит�
ма снижения дисперсии. Пусть (�k)k2Z+ является полной ортонормированной системой в
L2(Rm

, P⇠) при �0 ⌘ 1. В частности, E[�i(⇠)�j(⇠)] = �ij, i, j 2 N, где ⇠ ⇠ P⇠, а случайные
величины �k(⇠), k � 1, имеют нулевое среднее E[�k(⇠)] = 0. Пусть (⇠p)p2N - независимые и
одинаково распределённые m-мерные случайные векторы с распределением P⇠. Обозначим
через (Gp)p2N0 фильтрацию, порождённую (⇠p)p2N, где G0 = triv. Тогда получим следующий
результат:

Теорема 8. Для всех q 2 N, j < q, ограниченной измеримой функции f и x 2 Rd
, верно

f(Xx
q ) = E

⇥
f(Xx

q )
��Gj

⇤
+
X1

k=1

Xq

l=j+1
āq�l+1,k(X

x
l�1)�k (⇠l) , (3.2)

где равенство понимается в смысле L2
�
Rmq

, P
⌦q
⇠

�
, и коэффициенты ār,k(y) имеют вид

ār,k(y) = E [f(Xy
r )�k (⇠1)] r, k 2 N. (3.3)

Коэффициенты ār,k в (3.3) могут быть также записаны в виде

ār,k(x) = E [�k (⇠)Qr�1 (�(x, ⇠))] , где Qr(y) = E [f(Xy
r )] , r 2 N. (3.4)

Используя формулу (3.2), получим следующее разложение, верное для ограниченной
измеримой функции f :

⇡
x
n(f) =

1
n

Xn

q=1
E[f(Xx

q )] +
1
n

X1

k=1
M

x
n,k , где M

x
n,k =

Xn

l=1

Xn�l+1

r=1
ār,k(X

x
l�1)�k(⇠l) . (3.5)

Конструкция контрольной переменной. Покажем, как (3.5) можно использовать для
построения оценок ⇡(f) с дисперсией, меньшей, чем у базовой оценки ⇡

x
n(f). Ввиду (3.5)

естественно было бы рассмотреть оценку

⇡
(x,K)
n (f) = ⇡

x
n(f)� n

�1
XK

k=1
M

x
n,k , (3.6)

где K � 0 - параметр срезки. Однако сложность вычисления ⇡(x,K)
n (f) зависит квадратично

от количества наблюдений n. Чтобы преодолеть эту проблему, мы устанавливаем второй уро�
вень срезки n0 - максимальное количество оцениваемых коэффициентов ār,k, r 2 {1, . . . , n0}

в представлении для M
x
n,k. Соответствующая оценка имеет вид

⇡
(x,K)
n,n0

(f) = ⇡
x
n(f)� n

�1
KX

k=1

M
x
n,k,n0

, M
x
n,k,n0

=
nX

l=1

{n�`+1}^n0X

r=1

ār,k(X
x
l�1)�k(⇠l) . (3.7)

Остаётся оценить ār,k. Для этого сначала приблизим Qr(·) из (3.4) функциями вида Qr,�(y) =Pb0
b=1 �b b(y) с некоторыми базисными функциями { b}

b0
b=1 и � 2 B ⇢ Rb0 . Вектор � оценива�
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ется с помощью метода наименьших квадратов, то есть для r 2 {0, . . . , n0 � 1} мы находим

�̂r 2 argmin
�2Rb

0

Xn�r

s=1

��f(Xx
r+s)�Qr,�(X

x
s )
��2 , (3.8)

и затем вычисляем оценки bar,k функций ār,k согласно формулам

bar+1,k(y) =

Z
�k(z)Q�̂r,r

(�(y, z))P⇠(dz) , (3.9)

где � определено в (3.1). Оценка, полученная подстановкой (3.9) в (3.7), называется оценкой
MAD-CV (MArtingale Decomposition Control Variate). Полученная оценка

b⇡(x,K)
n,n0

(f) = ⇡
x
n(f)� n

�1
KX

k=1

cMx
n,k,n0

, cMx
n,k,n0

=
nX

l=1

(n�l+1)^n0X

r=1

bar,k(Xx
l�1)�k(⇠l) (3.10)

остаётся несмещённой для ⇡(f) при вычислении на новой траектории, независимой от дан�
ных, на которых оценены bar,k. Псевдокод процедуры приведен в Алгоритме 2.

Алгоритм 2 Контрольные переменные на основе мартингального разложения (MAD-CV)

Входные данные: Независимые последовательности XN = (Xx
k )

N�1
k=0 и X̃n = (X̃x

k )
n�1
k=0 ,

удовлетворяющие рекуррентному соотношению (3.1); параметры срезки n0, K.
1. Решить задачу регрессии на r шагов вперёд для �̂r по формуле (3.8), используя XN ;
2. Вычислить оценки bar,k согласно bar+1,k(y) =

R
�k(z)Q�̂r,r

(�(y, z))P⇠(dz)

Результат: Оценка MAD-CV b⇡(x,K)
n,n0 (f) для ⇡(f), вычисленная по новой траектории X̃n.

3.4. Модель на основе нормального шума

Проанализируем алгоритм MAD-CV для цепей Маркова (Xx
p )p�0 вида

X
x
p = �(Xx

p�1, Zp), Zp ⇠ N (0, Id), p = 1, 2, . . . , X
x
0 = x (3.11)

Для мульти-индекса k = (ki) 2 Nd
0 обозначим через Hk(x) нормированный полином Эрмита

на Rd, то есть, Hk(x) :=
Qd

i=1 Hki(xi), x = (xi) 2 Rd, где Hki(·) - одномерные полиномы
Эрмита степени ki. Тогда оценка (3.6) принимает вид

⇡
(x,K)
n (f) = ⇡

x
n(f)� n

�1
X

0<kkkK

Xn

l=1

Xn�l+1

r=1
ār,k(X

x
l�1)Hk(Zl). (3.12)

Применим MAD-CV для оценки математического ожидания относительно стационарного рас�
пределения эргодического диффузионного процесса. Пусть b(x) : Rd

! Rd - функция сноса,
(Wt)t�0 � d�мерный Винеровский процесс, и предположим, что стохастическое дифферен�
циальное уравнение

dXx
t = �b(Xx

t ) dt+ dWt, X0 = x (3.13)

имеет единственное сильное решение (Xx
t )t�0 для любого x 2 Rd. Рассмотрим дискретизацию

(3.13) по схеме Эйлера-Маруямы, то есть однородную цепь Маркова (Xx
k )k�0 с X

x
0 = x 2 Rd
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и задаваемую следующей рекуррентной схемой: для любого k 2 N,

X
x
k+1 = X

x
k � �b(Xx

k ) +
p
�Zk+1, (3.14)

где � > 0 � шаг дискретизации, а (Zk)k2N � последовательность независимых d�мерных
стандартных нормальных векторов. Заметим, что рекурсия (3.14) является частным случаем
общей схемы (3.11) с �(x, z) = x� �b(x)+

p
�z. Наложим некоторые технические условия на

функцию сноса b, следуя [82], а именно, предположим, что:

A 4. Существует L > 0, такое что kb(x)� b(y)k  Lkx� yk для всех x, y 2 Rd
.

A 5. Существует m > 0, такое что hb(x)� b(y), x� yi � mkx� yk
2

для всех x, y 2 Rd
.

При условиях A 4 и A 5 можно получить следующую оценку дисперсии аддитивных
функционалов от марковских цепей вида (3.14):

Теорема 9. Пусть (Xx
k )k�0 � марковская цепь, заданная рекуррентным соотношением

(3.14), и предположим, что выполнены условия A 4 и A 5. Пусть f : Rd
! R � K ⇥ d

раз непрерывно дифференцируемая функция для некоторого K 2 N. Дополнительно предпо�

ложим, что существуют константы Cf и Cb, такие что для каждого x 2 Rd
, мульти�

индекса k 2 Nd
0 с 0 < kkk  K, и любого u 2 {1, . . . , d},

|f
(k)(x)|  Cf , |b

(k)
u (x)|  Cb .

Тогда, при 0 < � < min(1/Cb,m/L2) и любом n 2 N,

Var
⇥
⇡
(x,K)
n (f)

⇤
. �K�2

n .

Более того, выбирая n0(�) = dK log ��1
/(2m�)e, для усеченной оценки ⇡

(x,K)
n,n0(�)

(f) выполнено

Var
⇥
⇡
(x,K)
n,n0(�)

(f)
⇤
. �K�2

n ,

где . означает неравенство с точностью до константы, не зависящей от � и n.

Для доказательства Теоремы 9 требуется установить скорость убывания коэффициентов
ār,k с ростом r, а затем связать Var

⇥
⇡
(x,K)
n (f)

⇤
с ār,k(·), используя соответствующую версию

неравенства Пуанкаре для гауссовских векторов [2]. Заметим, что в условиях Теоремы 9
дисперсия оценки ⇡(x,K)

n (f) в случае дискретизации диффузии (3.14) удовлетворяет

Var
⇥
⇡
(x,K)
n (f)

⇤
. �K�2

n .

В то же время, дисперсия стандартной оценки метода Монте-Карло ⇡
x
n(f) имеет порядок

1/(n�), и этот порядок в общем случае не может быть улучшен. Таким образом, для K � 2

и достаточно малых � мы явно наблюдаем эффект снижения дисперсии.

Замечание 1. В частном случае неадаптированного алгоритма Ланжевена ULA (см. (2.17)),
условия Теоремы 9 выполнены для гладкого и сильно выпуклого потенциала U , то есть для
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U 2 C
2(Rd), такого что mUkxk

2
 hr

2
U(y)x, xi  MUkxk

2
для некоторых mU > 0, MU > 0

и всех x, y 2 Rd
.

3.5. Численные эксперименты

Сравним снижение дисперсии, достигаемое MAD-CV по сравнению с обычными оцен�
ками MCMC на основе ULA (2.17). Рассмотрим целевую плотность ⇡, являющуюся смесью
двух d-мерных стандартных нормальных распределений

⇡(x) =
1

2
p

(2⇡)d

⇣
e�(1/2)kx�µk2 + e�(1/2)kx+µk2

⌘
. (3.15)

Фиксируем d = 2, µ = (0.5, 0.5) и оценим ⇡(f) для f(x) = x1 + x2 и f(x) = x
2
1 + x

2
2. Используя

ULA с шагом � = 0.2, сгенерируем траекторию длиной 5⇥104 с начальной точкой X0 = (1, 1).
Затем решим задачу метода наименьших квадратов (3.8) с регрессорами {x1, x2, x

2
1, x1x2, x

2
2}

для различного выбора срезки n0 2 [2, 20]. Наконец, оценим степень снижения дисперсии
относительно вычислительных затрат:

R(f,K, n, n0) =
cost{⇡x

n(f)}Var[⇡
x
n(f)]

cost{⇡(x,K)
n,n0 }Var[⇡(x,K)

n,n0 (f)]
. (3.16)

Заметим, что R(f,K, n, n0) > 1 указывает на то, что снижение дисперсии является более
эффективным с вычислительной точки зрения по сравнению с простым увеличением длины
траектории n. Вычислим приближенное значение R(f,K, n, n0) на основе 100 независимых
траекторий, каждая из которых имеет длину n = 5⇥ 104. При этом

cost{⇡(x,K)
n,n0

(f)} = cost{⇡x
n(f)}⇥ n0 ⇥ t(K) ,

где t(K) � количество оцененных коэффициентов âr,k(x). Средние значения R(f,K, n, n0)

для различных n0 приведены на Рисунке 3.1. Дополнительные численные примеры можно
найти в работе [40].

Рис. 3.1. Зависимость R(f,K, n, n0) из (3.16) от уровня срезки n0 для смеси (3.15) двумерных нор�
мальных распределений. Рисунок (a) : f(x) = x1 + x2, рисунок (b) : f(x) = x21 + x22.
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Заключение

1. В Главе 1 получены новые аналоги неравенств Розенталя и Бернштейна для аддитив�
ных функционалов от эргодических марковских цепей, которые сходятся к стационар�
ному распределению с экспоненциальной скоростью либо в V -норме полной вариации,
либо в полуметрике Канторовича-Васерштейна. Использованный метод доказательства
основан на кумулянтном разложении и связи между кумулянтами и центральными мо�
ментами, устанавливаемой с помощью формулы Леонова-Ширяева.

2. В Главе 2 предложено обобщение метода снижения дисперсии с использованием кон�
трольных переменных на случай последовательностей зависимых случайных величин,
удовлетворяющих условию стационарности ковариаций, произведен анализ избыточной
асимптотической дисперсии алгоритма. Получены неравенства концентрации для квад�
ратичных форм от функций от цепей Маркова, удовлетворяющих условию равномерной
геометрической эргодичности в метрике Канторовича-Васерштейна Wd,1. Полученные
результаты применены к алгоритмам MCMC на основе динамики Ланжевена с исполь�
зованием стохастических градиентов (SGLD).

3. В Главе 3 предложен новый подход к снижению дисперсии для аддитивных функци�
оналов от марковских цепей на основе дискретного мартингального разложения. Для
специального случая модели нормального шума, покрывающей неадаптированный ал�
горитм Ланжевена (ULA), произведен неасиптотический анализ снижения дисперсии,
достигаемого предложенным алгоритмом. Теоретический анализ основан на неравен�
стве Пуанкаре для гауссовских случайных векторов.
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