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Введение

Работа посвящена изучению пространств модулей мероморфных дифференциалов на алгебра-

ических кривых. В первой части мы исследуем пространства голоморфных дифференциалов.

Используя методы, разработанные в этой части, мы распространяем их на изучение пространств

дифференциалов с полюсами.

Пространства модулей голоморфных диференциалов. Элементы пространства Hg го-

ломорфных дифференциалов на римановых поверхностях рода g называют поверхностями пе-

реноса или плоскими поверхностями. Они естественным образом возникают при изучении раз-

личных динамических систем.

Выбор голоморфной 1-формы ω на компактной римановой поверхности X эквивалентен за-

данию набора карт на X таких, что отображения перехода являются переносами; карты могут

иметь ветвления в конечном числе точек, соответствующих нулям ω, и задаются локально, в

окрестности точки z0 ∈ X, как z 7→
∫ z

z0
ω.

Эти специальные карты (X,ω) имеют отражение в стратах пространства модулей Hg(κ),

состоящего из римановых поверхностей рода g с голоморфными 1-формами, имеющими нули

заданной кратности κ = (k1, . . . , kn). Страты сами по себе локально моделируются комплекс-

ными векторными пространствами, с отображениями перехода между картами, являющимися

линейными функциями, называемыми “координатами периодов”. Локальные координаты атласа

периодов представляют собой набор интегралов дифференциала вдоль замкнутых петель на по-

верхности с проколами в полюсах (абсолютных периодов) вместе с интегралами дифференциала

вдоль путей, соединяющих различные нули (относительными периодовми).

Слоение периодов. Фиксируя абсолютные периоды мы определяем на каждом слое Hg(κ)

слоение периодов, также известное в литературе как Rel -слоение или Kernel слоение. Слоение

периодов изучалось, например, в [17], [7], [29].

Действие GL+
2 (R). Группа GL+

2 (R) действует на пространстве дифференциалов. Это дей-

ствие сохраняет стратификацию пространства дифференциалов по порядкам их нулей. Действие

GL+
2 (R) локально задается в координатах периодов диагональным действием на произведение

копий C ∼= R2, или явно в терминах действительной и мнимой частей голоморфной 1-формы
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как a b

c d


Re(ω)

Im(ω)

 =

aRe(ω) + bIm(ω)

cRe(ω) + dIm(ω)

 .

Орбиты и замыкания орбит. Задачи классификации замкнутых орбит, замыканий орбит

и классификации конечных мер относительно действия GL+
2 (R) приводят к множеству инте-

ресных результатов. Мазур [26] и Вич [40] независимо доказали, что существует естественная

конечная вероятностная мера класса Лебега на подмножестве плоских поверхностей единичной

площади, известная сегодня как мера Мазура-Вича. Действие подгруппы SL2(R) сохраняет эту

меру. Следуя аргументу Хопфа в эргодической теории, Мазур и Вич доказали, что действие диа-

гональной подгруппы SL2(R) эргодично относительно этой меры. Следовательно, большинство

орбит плотно.

Первые SL2(R)-замкнутые орбиты были обнаружены Вичем [42]. такие орбиты соответство-

вали поверхностям, чей стабилизатор является решеткой в SL2(R), для доказательства см., на-

пример, [41]. Для получения дополнительных результатов, связывающих свойства SL2(R)-орбит

и геометрию заданной плоской поверхности, см., например, Мазур [25], Минский и Вайс [31],

Смайли и Вайс [36].

Тот факт, что стабилизатор замкнутой орбиты является решеткой, означает, что проекция

замкнутой орбиты в Hg(κ) на пространство модулей римановых поверхностей Mg является ал-

гебраической кривой. Фактически, все кривые изометричечно вложенные в Mg (известные как

кривые Тейхмюллера) являются проекциями замкнутых орбит с точностью до двойного накры-

тия, связывающего квадратичные дифференциалы с абелевыми дифференциалами.

Одно из семейств замкнутых орбит соответствует орбитам квадратно-замощенных поверхно-

стей, представляющих собой конечные листовые накрытия тора. Проблема построения других

семейств замкнутых орбит оказалась очень сложной, поскольку явное вычисление стабилиза-

тора для заданной поверхности переноса обычно затруднительно, для примера алгоритма вы-

числения см. работу Мукамеля [35]. Другой известный набор таких орбит был обнаружен при

изучении замыканий GL+
2 (R)-орбит.

Аффинно-инвариантные подмногообразия. Из работы Эскина, Мирзахани и Мухамма-
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ди [11] известно, что GL+
2 (R)-инвариантные подмножества представляют собой конечные объ-

единения аффинно-инвариантных подмногообразий. Последнее - это образ собственного вложе-

ния открытого связного многообразия в страт Hg(κ) такой, что образ каждой точки вместе с

небольшой окрестностью задается линейными уравнениями в координатах периодов с действи-

тельными коэффициентами и нулевым константным членом.

С другой стороны, любое аффинно-инвариантное подмногообразие GL+
2 (R)-инвариантно, это

намного более простое наблюдение, для доказательства см. i.e. [44]. Существует только счетное

число аффинно-инвариантных подмногообразий [11], [43].

Из вышесказанного следует, что замкнутыеGL+
2 (R)-орбиты совпадают с 2-мерными аффинно-

инвариантными подмногообразиями.

Собственные формы Прима. Мёллер доказал, что в случае 2-мерных замыканий ор-

бит, нули голоморфных 1-форм должны отображаться в точки кручения на (факторе) якоби-

ана [32], [33]. Филипп обобщил этот результат на старшие размерности в [13], [14], показав,

что аффинно-инвариантные подмногообразия являются квазипроективными многообразиями.

В частности, это означает, что любое замыкание GL+
2 (R)-орбиты может быть полностью опре-

делено с помощью алгебраических условий на якобиан.

Первые примеры аффинно-инвариантных подмногообразий были даны МакМалленом в [28],

где он описал замыкания орбит для некоторых плоских поверхностей рода 2. Полная классифи-

кация в роде 2 была получена тем же автором в [30]. Он доказал, что если орбита не замкнута

и не плотна, то она является собственной формой Прима. Последние - это поверхности, до-

пускающие особый вид инволюции, такой, что подмногообразие Прима якобиана, определенное

относительно этой инволюции, допускает действительное умножение на некоторый квадратич-

ный порядок (см. раздел 1.4 для точных определений).

В [27] строятся бесконечные семейства собственных форм Прима, называемые локусами соб-

ственных форм Прима, в роде не превышающем 5. Показано, что они не могут существовать

для более высоких родов. Доказано, что каждый локус является GL+
2 (R)-инвариантным подмно-

жеством. Построение зависит от дискриминанта квадратичного порядка и позволяет строить

только локусы, чьи связные компоненты являются замыканиями орбит. В случае рода 2 число
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связных компонент локусов для в обоих стратах было вычислено в [30].

Вопрос о подсчете отдельных замыканий орбит в локусах собственных форм Прима в родах

3, 4 был решен для некоторых страт в серии статей Ланно и Нгуена [21], [23], [24], [22].

В этой работе мы решаем эту проблему для максимально возможного рода 5, для страта

H5(4, 4), где 1-форма имеет два нуля порядка 4. Мы показываем, что каждый локус собственных

форм Прима является замыканием единственной орбиты, см. 1.9.

Методы, используемые в нашей работе, продолжают подход, разработанный Ланно и Нгуе-

ном. Основным инструментом, который мы используем, являются изопериодические преобразо-

вания собственных форм Прима.

Изопериодная деформация поверхности переноса (X,ω) ∈ Hg(κ) - это путь (Xt, ωt), t ∈ [a, b],

внутри страта Hg(κ) такой, что для любого класса абсолютных гомологий γ значение
∫
γ
ωt яв-

ляется постоянным. Поверхности, полученные в результате изопериодических преобразований

из собственных форм Прима, также принадлежат локусам собственных форм Прима.

Пространства модулей мероморфных дифференциалов. Понятие поверхности переноса

можно обобщить на случай мероморфных 1-форм. Риманова поверхностьX, снабженная ненуле-

вой мероморфной 1-формой ζ, называется плоской поверхностью с полюсами или некомпактной

поверхностью переноса.

Пусть h = (h1, · · · , hn) - набор положительных целых чисел, таких что
∑
hi > 1, и пусть

Mg,n(h) обозначает пространство модулей пар (X, ζ), где X - компактная риманова поверх-

ность рода g, а ζ - мероморфный дифференциал с полюсами порядка hi в отмеченных точках

P1, . . . , Pn.

Пространство стратифицировано по кратностям нулей. Координаты периодов на слоях могут

быть определены с помощью относительной группы когомологий проколотой поверхности X \

{P1, . . . , Pn}.

Компоненты связности слоев были классифицированы Буасси [5]. На этом пространстве мо-

дулей существует естественное GL+
2 (R)-действие, и оно может быть снабжено аналогом меры

Мазура–Вича; однако его общий объем бесконечен. GL+
2 (R)-действие может иметь стабилиза-

торы положительной размерности в этом случае. Можно определить понятие кривых Тейх-
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мюллера , и классификация таких объектов приведена в [34]. В [37], [38] изучается геометрия

компонент связности этих пространств модулей. Слои разбиваются на камеры, которые разде-

ляются локусом, называемым дискриминантом. Известно, что дискриминант является GL+
2 (R)-

инвариантной гиперповерхностью коразмерности 1.

Слоение страт, определенное фиксированными вычетами в полюсах 1-форм, изучается в [15].

Существование локальных координат периодов позволяет определить изопериодическое сло-

ение на стратах аналогично случаю голоморфных дифференциалов. Свойства этого слоения

были недавно изучены в [12] для случая поверхностей рода 1, где мероморфная 1-форма имеет

единственный полюс второго порядка и два простых нуля.

Изопериодическое слоение на подпространстве пространства модулей мероморфных диффе-

ренциалов состоящим из дифференциалов, чьи периоды строго вещественные, изучалось в [20].

Такие мероморфные 1-формы называются вещественно нормированными дифференциалами.

Они являются центральными объектами в теории возмущений Виттема алгебро-геометрических

решений интегрируемых систем. В [16] было показано, что некоторые структуры и построения

теории Виттема могут быть полезны для понимания геометрии пространств модулей римановых

поверхностей с отмеченными точками. В частности, было получено новое доказательство гра-

ницы Диаса на размерность полных подмногообразий пространств модулей. В [19] вещественно

нормированные дифференциалы использовались для доказательства гипотезы Арбарелло [10].

Другим контекстом, в котором возникают нормированные дифференциалы, является асимпто-

тический анализ комплексных ортогональных многочленов, см., например, [9], [3], [2]. Совсем

недавно вещественно нормированные дифференциалы использовались как инструмент при изу-

чении пространств решений заданной степени для уравнений комплексного Пелля-Абеля в [4].

В этой работе мы продолжаем исследовать свойства изопериодического слоения на простран-

стве вещественно нормированных дифференциалов с единственным полюсом второго порядка

для кривых рода g. Это пространство (обозначенное Rg) стратифицировано кратностями нулей,

слои обозначаются Rg(κ).

Комбинаторная модель. Комбинаторная модель главного страта ( все нули дифферен-

циала имеют порядок 1) пространства вещественно нормированных дифференциалов с одним
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полюсом второго порядка, предложенная в [20], описывает изопериодические преобразования с

помощью инструментов из теории инвариантов узлов Васильева. В этой работе мы используем

это описание для характеристики листов изопериодического слоения на этом страте.

Аддитивная группа, изоморфная Z2g, вместе с ее гомоморфизмом в C, наделенная симплек-

тической формой, называется поляризованным модулем [29].

Мы доказываем, что для заданной группы ранга 2g соответствующие поляризованные модули

перечисляют листы изопериодического слоения на главном страте, см. 2.2.

В следующих разделах содержится необходимая теоретическая информация и формулиру-

ются полученные результаты. Второй раздел посвящен объяснению понятия поверхностей пере-

носа, пространств модулей поверхностей переноса и локусов собственных форм Прима. Третий

раздел посвящен пространствам модулей мероморфных дифференциалов и вещественно норми-

рованных дифференциалов.

Личный вклад

Все результаты, представленные в этой диссертации, были получены автором.

Опубликованные работы

Результаты, изложенные в этой диссертации, были опубликованы в 3 статьях:

Ненашева М., Об изопериодическом слоении в страте коразмерности один в пространстве

вещественно-нормированных дифференциалов, 2024, Алгебра и анализ, 36:2, стр. 93-107

Ненашева М., Главный страт в пространстве модулей вещественно нормированных дифферен-

циалов с одним полюсом, 2024, принят к публикации в Функциональный анализ и его приложеня

Ненашева М., Связность локусов Прима в роде 5 2023, Докл. Мат., 108, стр. 486–489

Аппробация результатов диссертации

Результаты, изложенные в этой диссертации, были представлены на следующих конференциях:

Международная конференция “Инвариантность и интегрируемость 2”, Пушкин, сентябрь 2024 .
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Доклад: “Изопериодическое слоение на пространстве вещественно нормированных дифференци-

алов”

Международная конференция “Конструктивные методы теории римановых поверхностей и при-

ложения”, университет Cириус, Сочи, Ноябрь 2023.

Доклад: “Изопериодическое слоение на пространстве вещественно нормированных дифференци-

алов”

Международная школа и конференция “Инвариантность и интегрируемость”, Репино, Октябрь-

Ноябрь 2023.

Доклад: “Изопериодическое слоение на пространстве вещественно нормированных дифференци-

алов”

Международная конференция “Эргодическая теория и смежные вопросы”, МИАН, Москва, Но-

ябрь 2022.

Доклад: “О компонентах связности в локусах Прима в роде 5”
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Надежность результатов

Все результаты диссертации обоснованы строгими математическими доказательствами. Резуль-

таты диссертации были представлены на нескольких конференциях и научных семинарах.

1 Поверхности переноса

Абелев дифференциал ω на римановой поверхности X - это глобальное голоморфное сече-

ние кокасательного расслоения на X. Комплексное векторное пространство абелевых диффе-

ренциалов на римановой поверхности X обозначается H1,0(X). Для X, поверхности рода g,

dimCH
1,0(X) = g. Поскольку каждый ненулевой абелев дифференциал на X является замкну-

той, но не точной 1-формой на X, пространство H1,0(X) естественным образом отождествляется

с подпространством H1(X,C), первой группы когомологий X.
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Голоморфный абелев дифференциал ω на поверхности рода g ≥ 1 имеет 2g − 2 нулей, с

учетом кратностей. Пусть Σ обозначает множество нулей ω. Тогда существует атлас карт наX\Σ

такой, что все отображения перехода являются переносами. В любой регулярной точке p0 ∈ X\Σ

существует локальная координата z такая, что ω = dz. Этот выбор единственен с точностью до

переноса, потому что для любой голоморфной функции f , если df = dz, то z = f + C для

некоторой константы C. В точке, где ω имеет нуль порядка k, существует локальная координата

z такая, что ω = zkdz. Действительно, пусть w - локальная координата на X и предположим,

что ω обращается в нуль порядка k в w = 0. Тогда локально ω = wkg(w)dw, где g - голоморфная

функция, не обращающаяся в нуль в w = 0. Определим новую локальную координату z, взяв

(k + 1)-ый корень из следующего: zk+1 = (k + 1)
∫ w

0
g(t)tkdt.

Пара (X,ω) называется поверхностью переноса. Ее также называют плоской поверхностью,

поскольку 1-форма ω индуцирует плоскую метрику на X\Σ. В выбранной координате z такой,

что ω = dz, если положить z = x+ iy, метрика записывается как ω ⊗ ω̄ = dx⊗2 + dy⊗2. Метрика

не распространяется на множество нулей Σ, предполагается, что она имеет особенности в этих

точках. Точки, в которых ω обращается в нуль порядка k, также называются особенностями

порядка k.

1.1 Пространства модулей поверхностей переноса

Если (X,ω) и (X ′, ω′) таковы, что существует биголоморфизм f : X → X ′ с f∗ω′ = ω, то f

является изометрией для метрик, определенных ω и ω′. Более того, в локальных координатах,

определенных ω, ω′, отображение f записывается как сдвиг.

Рассмотрим пространство модулей пар (X,ω), где X - риманова поверхность рода g, а ω -

голоморфная 1-форма на X (абелев дифференциал). Две пары эквивалентны, (X,ω) ∼ (X ′, ω′),

если существует биголоморфизм f : X → X ′ такой, что f∗ω
′ = ω. Обозначим это простран-

ство как Hg. Оно является Cg-векторным расслоением над пространством модулей римановых

поверхностей Mg.

Пространство Hg стратифицировано, страты, обозначающиеся Hg(κ), соответствуют неупо-

рядоченным разбиениям κ ⊢ 2g − 2, κ = (κ1, . . . , κn), Известно, что Hg(κ) является алгебраи-
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ческим многообразием и комплексным орбифолдом размерности 2g + n − 1. В общем случае

это не расслоение над Mg. Не все Hg(κ) оказываются связанными, что впервые было замечено

В. Вичем, см. [39].

1.2 Действие GL+
2 (R)

Группа GL+
2 (R), состоящая из вещественных 2× 2 матриц с положительными определителями,

естественным образом действует на комплексной прямой C, если представить последнюю как

вещественную плоскость C = R⊕iR. Это действие индуцирует действие GL+
2 (R) на пространство

H̃g(κ), определяемое следующим образом:

∀G ∈ GL+
2 (R) Φ(G ◦ (X,ω, f)) = G ◦ Φ(X,ω, f).

Здесь Φ — это периодическая отображение, определённое в 1.5. Действие продолжается на Hg(κ)

таким образом, что каноническая проекция становится GL+
2 (R)-эквивариантной.

1.3 Аффинно инвариантные орбифолды

аффинно инвариантный орбифолд — это замкнутое связное подмножество M ⊂ Hg(κ), которое

является образом некоторого орбифолда M при собственной иммерсии f таким, что для любой

точки x ∈ M существует окрестность U(x), где f(U) для f(x) задается однородными линей-

ными уравнениями в координатах периодов. Аффинно инвариантные орбифолды инвариантны

относительно действия GL+
2 (R) на Hg(κ), и обратное также верно [11].

Объединения аффинно инвариантных орбифолдов называются аффинно инвариантными ло-

кусами.

1.4 Локусы собственных форм Прима

Примеры аффинно инвариантных локусов в родах ≤ 5, состоящих из поверхностей с особой

симметрией, сегодня известны как локусы собственных форм Прима. Пусть X — компактная

риманова поверхность, допускающая автоморфизм ρ : X → X порядка два. Действие ρ опреде-
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ляет разбиение пространства абелевых дифференциалов на X на четные и нечетные 1-формы:

Ω(X) =Ω(X)−⊕ Ω(X)+, где ω ∈ Ω(X)±, если ρ(ω) = ±ω. Подрешётки H1(X,Z)± ⊂ H1(X,Z),

состоящие из четных и нечетных циклов соответственно, определяются аналогичным образом.

Пусть (Ω(X)−) обозначает C-двойственное векторное пространство к (Ω(X)−).

Определение 1. (многообразие Прима) многообразие Прима P = Prym(X, ρ) = (Ω(X)−)/H1(X,Z)−

— это абелево подмногообразие якобиана Jac(X) = Ω(X)/H1(X,Z), состоящее из 1-форм, ко-

торые нечетны относительно ρ.

Мы называем Ω(X)− пространством форм Прима на (X, ρ). Заметим, что Ω(X)+ канонически

изоморфно Ω(Y ), где Y = X/ρ, и таким образом dim P = g(X)−g(Y ). Многообразие P допускает

каноническую поляризацию, происходящую из формы пересечения на H1(X,Z)−. Пусть End(P )

обозначает кольцо эндоморфизмов поляризованного абелевого многообразия P ≃ Cg/L. Мы мо-

жем рассматривать элементы End(P ) как комплексно-линейные отображения T : Cg → Cg, такие

что T (L) = L. Эндоморфизм называется самосопряжённым, если он удовлетворяет равенству

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Ty⟩ относительно симплектического произведения, где x, y ∈ P . Пусть D > 0 —

целое число, сравнимое с 0 или 1 mod 4, и пусть OD ≃ Z[t]/(t2 + bt+ c), D = b2 − 4c, где b и c —

целые числа, является вещественным квадратичным порядком с дискриминантом D. Говорят,

что многообразие P допускает вещественное умножение на OD, если dimCP = 2, и существу-

ет собственное подкольцо R ≃ OD ⊂ End(L), порожденное самосопряжённым эндоморфизмом

T ∈ End(L). (Здесь “собственное” означает, что если U ∈ End(L), и nU ̸= 0 принадлежит R, то

U ∈ R).

Собственные формы Прима. Теперь предположим, что P = Prym(X, ρ) — это многообра-

зие Прима с вещественным умножением на OD. Тогда OD также действует на Ω(P ) ≃ Ω(X)−, и

пространство нечетных форм раскладывается на пару одномерных собственных подпространств

этого действия. Мы говорим, что ω ∈ Ω(X)− — это собственная форма Прима, если 0 ̸= OD ·ω ⊂

Cω. Следующее утверждение было доказано Макмалленом [27]:

Предложение 1. Замыкание GL+
2 (R)-орбиты любой собственной формы Прима является аф-

финно инвариантным орбифолдом ранга один.
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Объединение этих замыканий орбит для собственных форм Прима при фиксированном D

обозначается как ΩED. Оно допускает стратификацию ΩED(κ), индексируемую кратностями

нулей, что индуцировано стратификацией Hg(κ) объемлющего пространства Hg.

1.5 Координаты периодов

Обозначим через H̃g(κ) пространство классов эквивалентности отмеченных поверхностей пе-

реноса (X,ω, f), где f : S → X — это гомеоморфизм в фиксированную поверхность S рода g,

такой что прообраз особенностей ω под действием f является заданным подмножеством Σ ⊂ S, а

порядки особенностей ω задаются κ. Отображение Φ, определённое для каждого γ ∈ H1(S,Σ;C)

как

Φ : H̃(κ) → H1(S,Σ;C)

Φ : (X,ω, f) 7→
(
γ 7→

∫
f◦γ

ω

)

называется отображением периодов. На H̃(κ) существует комплексная структура, для которой

Φ локальным биголоморфизмом, и если MCG(S,Σ) обозначает относительную группу классов

отображений поверхности S, которая глобально фиксирует Σ, тогда MCG(S,Σ) действует почти

свободно на H̃(κ) композицией отображений: ϕ : (X,ω, f) 7→ (X,ω, f ◦ ϕ−1). Фактор по этому

действию изоморфен пространству H(κ), наделенному структурой комплексного орбифолда,

превращающей каноническую проекцию π: H̃(κ) → H(κ) в локальный биголоморфизм (в смысле

орбифолда).

1.6 Изопериодическое слоение

Пусть (X,ω, f) ∈ H̃(κ) — это отмеченная поверхность переноса. Тогда подмножество простран-

ства модулей H̃(κ), состоящее из поверхностей, чьи абсолютные периоды совпадают с обра-

зом Φ(ω) отображения периодов, корректно определено. Для любого выбора базиса гомологий

γ1, . . . , γ2g ⊂ H1(X,Z) существуют соответствующие 2g значений Φ(ω). Аддитивная подгруппа

множества C, порождаемая этими 2g комплексными числами, называется группой абсолютных
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периодов ω. Подмножества в H̃(κ), соответствующие различным группам периодов, не пересека-

ются, образуя листы слоения на H̃(κ). Такое слоение называется слоением абсолютных периодов,

Kernel-слоением или Rel-слоением. Пусть ρ : H1(S,Σ;C) → H1(S;C) обозначает каноническое

отображение ограничения. Отображение ρ◦Φ является MCG(S,Σ)-эквивариантной субмерсией.

Изопериодическое слоение на пространстве модулей непомеченных поверхностей переноса H(κ)

определяется как фактор-слоение слоения на H̃(κ) по компонентам связности множеств уровней

ρ◦Φ. Если у ω есть n нулей Σ1, . . . ,Σn наX, то есть n−1 степеней свободы для возмущения (X,ω)

с сохранением положения в том же листе. Значения ti(X,ω) =
∫ Σi

Σ1
ω для i = 2, . . . , n, называемые

относительными периодами дают локальные координаты на листе. Мы можем перемещаться

вдоль изопериодического листа (X,ω), изменяя ti. Локальные изменения в ti можно построить

через изопериодические преобразования (см. 1.8). Комплексная размерность листов в главном

страте Hg(1
2g−2) равна 2g − 3 (для g ≥ 2). Изопериодическое слоение глобально определено

на Hg =
⋃

κHg(κ), где его листы имеют размерность 2g − 3. Для κ = (g − 1, g − 1) листы имеют

комплексную размерность 1 и допускают структуру римановой поверхности; это, в частности,

верно в случае g = 5 для κ = (4, 4), представляющем интерес для нас.

1.7 Связность ΩED(κ)

Пусть F — это изопериодическое слоение на Hg(κ), определённое в 1.6, и пусть Fω — это лист, со-

держащий (X,ω). ПустьM ⊂ H(κ) — это аффинно инвариантный орбифолд, и пусть (X,ω) ∈M .

Обозначим через FM
ω связанную компоненту Fω∩M , содержащую (X,ω). Следующее утвержде-

ние было доказано Флораном Игуфом (Утверждение 2.3 в [45]):

Предложение 2. Пусть i : M → H(κ) — это погружение, такое что i(M) = M , как в

Определении 1. Существует фолиация F на M такая, что для любого (X,ω) ∈ M и любого

x ∈ M, такого что i(x) = (X,ω), существует окрестность U точки x в M, такая что

i(U ∩ Fx) = i(U) ∩ FωM . (1)

Вышеупомянутое утверждение позволяет определить фолиацию абсолютных периодов, огра-
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ниченную аффинным инвариантным множеством, следующим образом. Как и ранее, FM
ω —

это листы погруженной фолиации, которая будет называться M -изопериодической фолиацией.

Другими словами, мы рассматриваем подмножество Hg(κ), точки которого имеют одинаковые

абсолютные периоды, с варьирующимися относительными периодовми, и дополнительным усло-

вием, что эти точки принадлежат данному аффинному инвариантному многообразию. Заметим,

что для случая локусов собственных форм Прима относительные периоды не влияют на при-

надлежность поверхности к локусу: если (X,ω) ∈ ΩED(κ), то Fω ⊂ ΩED(κ). Поскольку листы

связны, каждый лист содержится в одной компоненте связности ΩED(κ). Важным числовым ин-

вариантом аффинных многообразий является их ранг (rk), который определяется как половина

размерности образа касательного пространства при проекции в группу абсолютных когомоло-

гий. Назовём аффинно инвариантный орбифолд M неабсолютным, если dimC(M) > 2 · rk(M).

Неабсолютное M -изопериодическое слоение сохраняет действие GL+
2 (R), как показано в Утвер-

ждении 2.4 из [45]:

Предложение 3. Пусть M — неабсолютный аффинно инвариантный орбифолд, (X,ω) — по-

верхность переноса в M , и g ∈ GL+
2 (R). Тогда верны следующие утверждения:

g · FM
ω = FM

g·(X,ω) GL
+
2 (R) · FM

ω =M. (2)

Следующее утверждение было доказано Ланно и Нгуеном в ([22], Следствие 3.2) для следу-

ющих разбиений: κ = (1, 1), (3, 3), (2, 2, 1, 1), (2, 2), (1, 1, 2), (1, 1, 4), (4, 4), (2, 2, 2):

Предложение 4. Пусть (X ′, ω′) ∈ ΩED(κ) — точка, достаточно близкая к (X,ω) ∈ ΩED(κ).

Тогда существует единственная пара (g, ω), (где g ∈ GL+
2 (R) задает преобразование близкое к

тождественному, и w ∈ C, при этом |ω| мало), такая, что (X ′, ω′) = g · (X,ω) + w.

Это утверждение означает, что малая окрестность точки в ΩED(κ) может быть полностью

описана с использованием действия GL+
2 (R) и однопараметрической деформации (X,ω) + w.

В случае страт с двумя нулями деформация является изопериодической, которая сохраняет

абсолютные периоды и изменяет все относительные периоды, добавляя одно и то же комплексное

число к каждому из них.
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1.8 Изопериодические деформации

Шиффер описал бесконечно малые преобразования римановых поверхностей. Эти преобразо-

вания формируют однопараметрические семейства, зависящие от ϵ. Поверхность, полученная

в результате вариации Шиффера из данной плоской поверхности (X,ω), допускает голоморф-

ную 1-форму ω∗, которая является образом ω при локально обратимом отображении, соответ-

ствующему вариации. После вариации интегралы индуцированной 1-формы ω∗ вдоль новых

циклов, представляющих абсолютные периоды, не изменяются, то есть преобразование являет-

ся изопериодическим.

Мы опишем четыре изопериодические деформации и исследуем их свойства. Сначала мы опи-

шем классические преобразования, такие как смещение нуля, разделение нуля и схлопывание

нуля с использованием локальных хирургический. Затем мы введём преобразование, называемое

соединением (“plumbing”). Если существует голоморфная 1-форма ω на кривой, полученной нор-

мализацией сингулярной комплексной кривой, то соединение приводит к несингулярной кривой

более высокого рода с индуцированной голоморфной 1-формой ω∗ на ней, при этом интегра-

лы ω∗ вдоль добавленных абсолютных циклов равны нулю, а ненулевые абсолютные периоды

совпадают с периодами формы ω.

1.9 Результаты

Изучая свойства описанных изопериодических преобразований, мы получаем следующие утвер-

ждения: Мы решаем задачу описания компонент связности локусов собственных форм Прима в

страте H5(4, 4), состоящем из римановых поверхностей максимально возможного рода 5, снаб-

жённых 1-формами, имеющими два нуля порядка 4.

Теорема 1. Локусы собственных форм Прима ΩED(4, 4) непусты и имеют одну компоненту

связности при D ≥ 4.

В случае страта H5(8) мы показываем, что ΩED(8) пуст.
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2 Пространства модулей мероморфных дифференциалов

Риманова поверхность X, снабжённая ненулевой мероморфной 1-формой ζ, называется плоской

поверхностью с полюсами или некомпактной поверхностью переноса. В окрестности полюса

порядка один мероморфная 1-форма ζ в локальных координатах, с учетом шкалирования, мо-

жет быть записана как ζ = 1
z
dz. Затем мы можем выбрать координату z′, такую что z = ez

′ и

ζ = dz′. В этих координатах окрестность полюса порядка один представляет собой бесконечный

цилиндр. Для полюса P0 порядка k + 2 ≥ 2 есть два варианта: либо вычет мероморфной 1-

формы ζ равен нулю, либо не равен нулю в этой точке. В первом случае открытая координатная

окрестность (U, ζ) точки P0 биголоморфна евклидому конусу с углом конуса 2(k+1)π в z = 0. Во

втором случае пусть r ̸= 0 — это вычет вокруг P0. Тогда окрестность P0 выглядит как цилиндр

с голономией r, с k копиями евклидовой плоскости, прикрепленными к нему (см. [8]). Таким

образом, для любой мероморфной формы ζ на X можно определить атлас на X \ P (ζ), такой

что функции склейки-это переносы, (где P (ζ) — это множество полюсов). Поверхность пере-

носа с такой метрикой имеет бесконечную площадь. Для набора положительных целых чисел

h = h1, . . . , hn пусть Mg,n(h) обозначает пространство модулей кривых рода g с n отмеченны-

ми точками P1, . . . , Pn, снабженных мероморфными дифференциалами с полюсами порядка hi

в каждой точке Pi. Если (X, ζ) и (X0, ζ0) такие, что существует биоломорфизм f : X → X0

с условием, что f(ζ0) = ζ, то f является изометрией для метрик, определяемых ζ и ζ0. Как

и в случае абелевых дифференциалов, мы рассматриваем пространство модулей мероморфных

дифференциалов, где (X, ζ) ∼ (X0, ζ0), если существует биоломорфизм f : X → X0, такой что

f(ζ0) = ζ. Это комплексный орбифолд, dimC(Mg,n(h)) = 3g − 3 + n+ g − 1 +
∑n

i=1 hi.

Аналогично случаю голоморфных дифференциалов, пространства модулей плоских поверх-

ностей с полюсами фиксированного порядка могут быть стратифицированы по кратностям ну-

лей. Стратам соответствуют комплексно-аналитические орбифолды (см. Теорему 2.1 в [1]). Ком-

плексная размерность такого страта равна 2g+n+m−2, где m — это количество нулей, а n — ко-

личество полюсов. Локальные координаты задаются значениями вычетов вместе с абсолютными

и относительными периодами. Для поверхностей рода один существуют страты мероморфных

дифференциалов с произвольным количеством компонент связности (см. 1.1 в[5]), в то время
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как для поверхностей более высокого рода пространства могут иметь до трех компонент связно-

сти (Теорема 1.2 в [5]). Некоторые специальные случаи плоских поверхностей с полюсами были

недавно изучены, см. [5], [6], [12]. Каждый мероморфный дифференциал ζ на римановой по-

верхности X определяет гомоморфизм χ : (X \P (ζ),Z) → C, где P (ζ) — это множество полюсов

ζ. Отображение определяется как интеграл χ(γ) =
∫
γ
ζ ∈ C. Если мы обозначим нули ζ как zi

для i = 1, .., n и выберем z1 в качестве базовой точки, то относительные периоды определяются

как
∫ zi
z1
ω для i = 1, . . . , n− 1.

На данном пространстве модулей, аналогично изопериодическому слоению, определенному

на пространстве модулей голоморфных дифференциалов, строится следующее слоение (см. [16],

[18]). Обозначим Tg,n(h) пространство, чьими точками являются точки Mg,n(h), вместе с вы-

бранными симплектическими базисами Ai, Bi ∈ H1(X,Z). Абсолютные периоды вдоль базисных

циклов обозначим как αj =
∫
Aj
ζ, βj =

∫
Bj
ζ, вычеты мероморфной 1-формы в полюсах обозна-

чим как ρi для i = 1, . . . , n. Тогда слоение L на Tg,n(h) определяется подмногообразиями Lr,a,b,

заданными фиксированными значениями ρi = ri, αj = aj, βj = bj, i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , g. Листы

L перемешиваются действием группы классов отображений. Следовательно, семейство L под-

многообразий Lr,a,b для всех значений r, a, b определяет комплексное слоение на пространстве

Mg,n(h) (см. Лемму 2.4 в [16]). Абсолютные периоды a1, . . . , ag, b1, . . . , bg порождают аддитивную

группу в C, которая, в случае, если все периоды несоизмеримы имеет ранг 2g; такая группа

называется группой периодов.

2.1 Пространства модулей вещественно нормированных дифференци-

алов

Мероморфные дифференциалы, все абсолютные периоды которых вещественные, называются

вещественно нормированными. Отметим, что в этом случае все вычеты дифференциала обяза-

тельно чисто мнимые. Обозначим M real
g,n (h) пространство модулей кривых рода g с n отмечен-

ными точками, снабженных мероморфным вещественно нормализованным дифференциалом с

полюсами фиксированных порядков h1, . . . hn в отмеченных точках. Здесь, как и выше, простран-
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ство модулей означает пространство классов эквивалентности пар (X,ψ), комплексной кривой

вместе с вещественно нормализованным дифференциалом на ней. Две пары (X,ψ), (X0, ψ0) эк-

вивалентны, если существует биголоморфизм f : X → X0, такой что f∗ψ0 = ψ.

Главная часть мероморфного дифференциала в точке P на римановой поверхности X — это

класс эквивалентности мероморфных дифференциалов ζ в окрестности P , с отношением эквива-

лентности ζ ∼ ζ ′, если и только если ζ−ζ ′ голоморфен в P . Интерес вещественной нормализации

заключается в уникальности вещественно нормализованного дифференциала с предписанными

главными частями в отмеченных точках (записанными в терминах ростков локальных коорди-

нат в отмеченных точках). Таким образом, вещественно нормированные дифференциалы задают

сечение расслоения мероморфных дифференциалов с предписанными порядками полюсов над

пространством модулей кривых с отмеченными точками, снабженными ростками локальных

координат в этих точках.

Предложение 5. Для любых фиксированных главных частей полюсов с чисто мнимыми вы-

четами, сумма которых равна нулю, существует единственный вещественно нормированный

мероморфный дифференциал ζ, имеющий предписанные главные части в отмеченных точках.

Слоение L индуцирует слоение на M real
g,n (h). Пространство M real

g,n (h) является вещественно

аналитическим орбифолдом, следовательно, слоение L на нем является вещественно аналити-

ческим, однако каждый отдельный лист имеет структуру комплексного орбифолда (см. [16]).

Все результаты данной диссертации относятся к мероморфным вещественно нормированным

дифференциалам с единственным полюсом порядка 2 (и, следовательно, с нулевым вычетом в от-

меченной точке), мы обозначаем соответствующее пространство Rg =M real
g,n (2). Стратификация

пространства мероморфных дифференциалов по кратностям нулей индуцирует стратификацию

пространства вещественно нормированных дифференциалов Rg по кратностям нулей, страты

обозначаются R(κ), где κ разбиение числа 2g. Слоение L ограниченное на R(κ) обозначается

L(κ). Ограничение каждого подмногообразия L0,a,b на R(κ) обозначается L(G)(κ), где G- группа

периодов, порожденная a1, . . . , ag, b1, . . . , bg.

Мы описываем слоение L на главном страте в пространстве вещественно нормированных диффе-

ренциалов и на страте коразмерности один. Сначала мы рассматриваем комбинаторную модель,
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описывающую главный страт R(12g) в пространстве вещественно нормализованных дифферен-

циалов Rg, предложенную в [20]. В этой модели набору точек в R(12g) сопоставляется дуговая

диаграмма, а изопериодические преобразования над точками в R(12g) определяются преобразо-

ваниями над соответствующими дуговыми диаграммами, известными в литературе как вторые

движения Васильева. Затем мы строим обобщение данной модели для страта R(2, 12g−2). Для

этого мы вводим понятие обобщенной дуговой диаграммы, ассоциированной с набором точек в

R(2, 12g−2). Изопериодические преобразования на стратах затем описываются в терминах преоб-

разований над обобщенными дуговыми диаграммами, называемыми обобщенными движениями

Васильева.

2.2 Результаты

Для главного страта R(12g), где 1-форма имеет 2g нулей порядка один, мы получаем следующий

результат.

Теорема 2. Для группы периодов G ранга 2g страт L(G)(12g) в пространстве вещественно

нормированных дифференциалов с единственным полюсом порядка 2 на кривых рода g ≥ 1

имеет одну компоненту связности.

Для страта коразмерности один в пространстве вещественно нормированных дифференциа-

лов с единственным нулем порядка два, где все остальные нули являются простыми, мы пока-

зываем, что выполнено аналогичное утверждение.

Теорема 3. Для группы периодов G ранга 2g страт L(G)(2, 12g−2) в пространстве вещественно

нормированных дифференциалов с единственным полюсом порядка 2 на кривых рода g ≥ 2

имеет единственную компоненту связности.
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3 Основные результаты

Диссертация посвящена изучению геометрии пространств модулей голоморфных и мероморф-

ных дифференциалов на комплексных алгебраических кривых и слоениям на этих простран-

ствах модулей. Основные результаты, полученные в рамках этой диссертации, изложены в сле-

дующих теоремах.

Теорема 1. Локус собственных форм Прима ΩED(4, 4) непуст и имеет единственную компо-

ненту связности для D ≥ 4.

Теорема 2. Для группы периодов G ранга 2g страт L(G)(12g) в пространстве вещественно

нормированных дифференциалов с единственным полюсом порядка 2 на кривых рода g ≥ 1

имеет одну компоненту связности.

Теорема 3. Для группы периодов L ранга 2g страт L(G)(2, 12g−2) в пространстве вещественно

нормированных дифференциалов с единственным полюсом порядка 2 на кривых рода g ≥ 2

имеет единственную компоненту связности.
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