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Àííîòàöèÿ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé äèïëîìíîé ðàáîòû ÿâèëàñü ïîäãîòîâêà ìàòåðèàëà äëÿ

ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ïî êóðñó îñíîâ òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ðàçðàáîòêå ñîîòâåòñòâóþùèõ

ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò ïî ïðèìåíåíèþ ñèñòåìû MathCad + VisSim.

Çà ïîñëåäíèå íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé áûëè ñîçäàíû òàêèå èçâåñòíûå ñèñòåìû

êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè êàê Maple, Mathematica, MATLAB èMathcad. Â

ïðîöåññå ïðåïîäàâàíèÿ êóðñîâ òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ àâòîìàòèçèðîâàííîãî

óïðàâëåíèÿ è îñíîâ òåîðèè óïðàâëåíèÿ â âóçàõ ÐÔ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ

ñèñòåìà MATLAB� íàèáîëåå èçâåñòíàÿ è îáøèðíàÿ. Îäíàêî, ýòà èñòîðè÷åñêè

ñëîæèâøàÿñÿ ñèòóàöèÿ íå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê åäèíñòâåííî âîçìîæíàÿ.

Â íàñòîÿùåé äèïëîìíîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü çàìåíû äîðîãîé

è ãðîìîçäêîé ñèñòåìû MATLAB ãîðàçäî áîëåå êîìïàêòíîé è áîëåå óäîáíîé

äëÿ ó÷åáíûõ ïðèëîæåíèé ñèñòåìîé Mathcad. Ñ ýòîé öåëüþ â ïåðâîé ÷àñòè

äèïëîìíîé ðàáîòû ðàññìîòðåíû âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ è

äèñêðåòíûõ ÑÀÓ â ñèñòåìå Mathcad. Âî âòîðîé ÷àñòè ðàññìîòðåíû ïðèìåðû

ìîäåëèðîâàíèÿ ðåãóëÿòîðîâ äëÿ ÀÑÓÒÏ âMathcad è VisSim, ïðåäíàçíà÷åííûå

äëÿ ïîäãîòîâêè ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò ïî êóðñó îñíîâ òåîðèè óïðàâëåíèÿ

êàôåäðû ÈÒÀÑ.
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Ââåäåíèå.

Ñîãëàñíî óñòàíîâèâøåéñÿ îòå÷åñòâåííîé òåðìèíîëîãèè ïîä òåðìèíîì ÀÑÓ

� àâòîìàòèçèðîâàííûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïîíèìàþò êàê ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè � ÀÑÓÒÏ, òàê è ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïðåäïðèÿòèåì

� ÀÑÓÏ. Ïî ñóòè ýòî äâå ñîâåðøåííî ðàçíûå ñèñòåìû è íà ïðåäïðèÿòèÿõ

ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå èì äâå íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñèñòåìû,

ñîïðîâîæäàåìûå îòäåëüíûìè ñëóæáàìè ðàçðàáîòêè, ýêñïëóàòàöèè è ðàçâèòèÿ.

Ïðîãðàììíî � àïïàðàòíûå ñðåäñòâà ÀÑÓÒÏ ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ

îò ñðåäñòâ, èñïîëüçóåìûõ â ÀÑÓÏ.

Ðàçðàáîòêà ÀÑÓÏ� ýòî ðàçðàáîòêà àâòîìàòèçèðîâàííîé èíôîðìàöèîííîé

ñèñòåìû ÀÈÑ äëÿ êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ñòðóêòóðíûé ïîäõîä ñ ìåòîäîëîãèÿìè

YDEFO, DFD è CASE - ñðåäñòâàìè BPWin è ERWin. Äðóãîé ïîäõîä ê

ðàçðàáîòêå ÀÈÑ îñíîâàí íà îáúåêòíî � îðèåíòèðîâàííîì ïîäõîäå ñ èñïîëüçîâàíèåì

UML è CASE � ñðåäñòâàìè Rational Rose.

Ðàçðàáîòêà ÀÑÓÒÏ â îòëè÷èè îò ýòîãî òðåáóåò ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî

îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ÀÐÌ (àâòîìàòèçèðîâàííîãî ðàáî÷åãî ìåñòà) � âåðõíåãî

óðîâíÿ óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ

ðàçðàáîòêè ÀÐÌ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðîòîêîëû ÀÑÓÒÏ � âñåãî

ïîðÿäêà 50 ïðîòîêîëîâ äîñòóïíûõ â ÐÔ. Íà áàçîâîì, íèæíåì óðîâíå â

ÀÑÓÒÏ èñïîëüçóþòñÿ ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, óïðàâëÿþùèå

îòäåëüíûìè óñòðîéñòâàìè. Ñëåäóþùèé óðîâåíü � ýòî óðîâåíü äèñïåò÷åðñêîãî

óïðàâëåíèÿ, â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ ñâÿçàííîãî ñ ïðèìåíåíèåì SCADA

(Supervisory Control and Data Acquisalion) � ñèñòåì. Ïðè ýòîì äëÿ óïðàâëåíèÿ

òåõíîëîãè÷åñêèì îáîðóäîâàíèåì èñïîëüçóåòñÿ ïðîòîêîë SNMP (Simple Net-

work Management Protocoul), îïðåäåëÿþùèé ñòàíäàðòíûé ìåòîä êîíòðîëÿ
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íàä óñòðîéñòâàìè ñî ñòàíöèè óïðàâëåíèÿ. Ýòîò ïðîòîêîë ïðåäëàãàåò åäèíîîáðàçíîå

óïðàâëåíèå âñåìè òèïàìè àïïàðàòíûõ ñðåäñòâ, íåçàâèñèìî îò èõ íàçíà÷åíèÿ

è îñîáåííîñòåé. Îáîáùåííàÿ ñòðóêòóðà ñåòåâîãî îáîðóäîâàíèÿ ïî ïðîòîêîëó

SNMP ïðèâåäåíà íà ðèñ.1.

Ðèñ.1

Ñåòåâàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ðóêîâîäèò óïðàâëÿåìûìè óñòðîéñòâàìè.

Àãåíò � ýòî ïðîãðàììíûé ìîäóëü, çàáèðàþùèé äàííûå èç óïðàâëÿåìîãî

óñòðîéñòâà. Äàííûå � ýòî ïåðåìåííûå, îòîáðàæàþùèå ñîñòîÿíèå óïðàâëÿåìîãî

óñòðîéñòâà, ñèñòåìà àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèì ïðîöåññîì.

Ðàçðàáîòêà ñåòåâîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ êîíêðåòíûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè

ïðîöåññàìè � ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûå çàäà÷è. Â ïåðâîì

ñëó÷àå, òðåáóåòñÿ ñîçäàòü ñåòåâóþ ñèñòåìó, óïðàâëÿþùóþ îáîðóäîâàíèåì

ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Âî âòîðîì ñëó÷àå � ðàçðàáîòàòü ðåãóëÿòîðû äëÿ êîíêðåòíûõ
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òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Â íàñòîÿùåé äèïëîìíîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ

èìåííî âòîðàÿ çàäà÷à, çäà÷à ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ äëÿ ÀÑÓÒÏ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ

èñïîëüçîâàíèå ñèñòåì êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè � ÑÊÌ. Ê íàèáîëåå èçâåñòíûì

ñèñòåìàì êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè îòíîñÿòñÿ ñèñòåìû Maple, Mathemat-

ica, MATLAB è Mathcad. Ïåðâûå äâå èç íèõ îðèåíòèðîâàíû, ïðåæäå âñåãî,

íà ìàòåìàòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ, íà ïîëüçîâàòåëåé � ìàòåìàòèêîâ. Ñàìàÿ

èçâåñòíàÿ èç ýòèõ ÷åòûðåõ ñèñòåì, ñèñòåìà MATLAB ôèðìû Mathworks,

îðèåíòèðîâàíà íà òåõíè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ, õîòÿ ïåðâîíà÷àëüíî îíà ñîçäàâàëàñü

êàê ñðåäñòâî äîñòóïà ê ïàêåòàì ëèíåéíîé àëãåáðû LINPACK è EISPACK.

Ýòà ñèñòåìà èìååò ñïåöèàëüíûå ñðåäñòâà àíàëèçà è îðèåíòèðîâàíèÿ ñèñòåì

àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ â âèäå âñòðîåííûõ êîìàíä êàê äëÿ êëàññè÷åñêèõ

êîðíåâûõ è ÷àñòîòíûõ ìåòîäîâ, òàê è äëÿ ìåòîäîâ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé.

Îäíàêî ïðîáëåìû èñïîëüçîâàíèÿ MATLAB â ó÷åáíîì ïðîöåññå âóçîâ ÐÔ

õîðîøî èçâåñòíû. Âî � ïåðâûõ, îãðîìíûé îáúåì � ïîñëåäíèå âåðñèè MAT-

LAB ïðåâûøàþò 10 Ãáàéò è ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûñîêàÿ ñòîèìîñòü. Âî �

âòîðûõ, èíòåðôåéñ MATLAB, óíàñëåäîâàííûé îò 80 � õ ãîäîâ ïðîøëîãî

âåêà � ðåæèì êîìàíäíîãî îêíà äðóæåñòâåííûì ñåãîäíÿ íàçâàòü âðÿä ëè

âîçìîæíî. Â �òðåòüèõ, íàëè÷èå âñòðîåííûõ êîìàíä, íà ñàìîì äåëå, çàòðóäíÿåò

ïðåïîäàâàòåëüñêèé êîíòðîëü íàä óñâîåíèåì ñòóäåíòàìè òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü òó èëè èíóþ âñòðîåííóþ êîìàíäó ïîëüçîâàòåëþ

çíàòü ïî êàêèì ôîðìóëàì äåéñòâèòåëüíî ïðîèçâîäÿòñÿ ðàñ÷åòû ñîâñåì íå

îáÿçàòåëüíî.

Â óêàçàííîé ñâÿçè â äàííîé äèïëîìíîé ðàáîòå áûëà âûáðàíà àëüáåðíàòèâíàÿ

è íå ñòûêóþùàÿñÿ ñ MATLAB ñèñòåìà Mathcad, âëàäåëüöåì êîòîðîé â

íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíà èç ëèäèðóþùèõ ôèðì â îáëàñòè ÑÀÏÐ
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� ÐÒÑ "Parametric Technology Copmany". Â ïåðñïåêòèâå çäåñü íàìå÷åíà

ñòûêîâêà Mathcad ñ ñèñòåìîé ProEngineer, âëàäåëüöåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

êîìïàíèÿ PTC.

Ðàçëè÷èå ìåæäó MATLAB è MathCad ðàññìîòðèì íà ïðîñòîì ïðèìåðå

ïîñòðîåíèÿ ÀÔ×Õ� ãîäîãðàôà Íàéêâèñòà àïåðèîäè÷åñêîãî çâåíà ñ ïåðåäàòî÷íîé

ôóíêöèåé.

H(s) = 1
S+1

Â MATLAB äëÿ ýòîãî íóæíî â êîìàíäíîì îêíå çàïèñàòü ñëåäóþùèå

êîìàíäû:

num = 1;

den = [1, 1];

H = tt(num, den)

T ransfer function

1
S+1

nyquist(H)

axis equal

Ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ â îòäåëüíîì ãðàôè÷åñêîì îêíå, ïðè÷åì ðåàëüíûå

ôîðìóëû ïî êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò çäåñü íå íóæíû, íóæíî ëèøü

çíàòü ñèíòàêñèñ MATLAB è ðàñïå÷àòàòü äâà îêíà � êîìàíäíîå è ãðàôè÷åñêîå

� ðèñ.1 è ðèñ.2.

Â MathCad âñå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â îäíîì îêíå è èõ

áåç òðóäà ìîæíî ñîïðîâîäèòü ñîîòâåòñòâóþùèìè êîììåíòàðèÿìè � ðèñ.3.
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Ðèñ.3

Ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê ïîñòðîåí ïî êîíêðåòíûì ôîðìóëàì, çàäàþùèì

ÀÔ×Õ àïåðèîäè÷åñêîãî çâåíà. Íà ýòîì æå ìåòå ìîæíî ïîñòðîèòü ïðè

íåîáõîäèìîñòè ãðàôèêè À×Õ, Ô×Õ è ËÀ×Õ äâåíà, ÷òî ïîòðåáîâàëî áû

â MATLAB âûçîâ åù¼ òðåõ ãðàôè÷åñêèõ îêîí.

Õîðîøî, îäíàêî, èçâåñòíî, ÷òî ïîïóëÿðíîñòü MATLAB â óñëîâèÿõ âóçîâ

ÐÔ îáóñëîâëåíà íå ñòîëüêî äîñòàòî÷íî ðåäêî èñïîëüçóåìûìè êîìàíäàìè

ðàñøèðåíèÿ Control System Toolbox, ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ êîòîðûõ áûë ïðèâåäåí

âûøå, ñêîëüêî ñèñòåìîé âèçóàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Simulink. Àíàëîãè÷íûì

ïî ñóòè äîïîëíåíèåì Mathcad ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà VisSim ôèðìû Visual So-

lution. Ýòà ñèñòåìà â âåðñèè VisSim 3.0 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ áåñïëàòíî è óæå

äàâíî ïðèìåíÿåòñÿ âóçàìè ÐÔ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò, ïðåæäå

âñåãî, ïî êóðñàì àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî
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óïðàâëåíèÿ. Â âåðñèè VisSim 6.0 ýòà ñèñòåìà íàïðÿìóþ ñòûêóåòñÿ ñ Math-

cad.

Â ÌÈÝÌ îáå ñèñòåìû �Mathcad è VisSim â óêàçàííûõ êóðñàõ èñîëüçóþòñÿ

â íàñòîÿùåå âðåìÿ òîëüêî â êóðñàõ "Òåîðèè ñèñòåì è ìåòîäû îïòèìèçàöèè"êàôåäðû

êèáåðíåòèêè ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè.

Öåëüþ íàñòîÿùåé äèïëîìíîé ðàáîòû ÿâèëàñü ïîäãîòîâêà ìàòåðèàëà äëÿ

ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò ïî ïðèìåíåíèþ

MathCad è VisSim äëÿ êóðñà "Îñíîâû òåîðèè óïðàâëåíèÿ"êàôåäðû ÈÒÀÑ.

Çàäà÷àìè, ðåøàåìûìè â äèïëîìíîé ðàáîòå áûëè:

• èçó÷åíèå âîçìîæíîñòåé ïðèìåíåíèÿ Mathcad+ VisSim äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ.

• ðàçðàáîòêà êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ðàñ÷åòà ðåãóëÿòîðîâ äëÿ ÀÑÓÒÏ,

êîòîðûå ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåäåíèÿ ëàáîðàòîðíûõ

ðàáîò íà êàôåäðå ÈÒÀÑ.



� 11 �

Ãëàâà 1.Ìîäåëè íåïðåðûâíûõ ñèñòåì

óïðàâëåíèÿ.

�1.Ïîíÿòèå àáñòðàêòíîé ñèñòåìû. Êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì è ñòðóêòóðíûå

ñõåìû.

Ïðè èññëåäîâàíèè îáúåêòîâ îêðóæàþùåãî ìèðà è ïðîòåêàþùèõ â íèõ

ïðîöåññîâ, èññëåäîâàòåëü èñïîëüçóåò ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì

èçó÷àåìîìó îáúåêòó èëè ïðîöåññó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ ìîäåëü,

îòðàæàþùàÿ ñóùåñòâåííûå äëÿ èññëåäîâàòåëÿ ñòîðîíû îáúåêòà èëè ïðîöåññà.

Åñëè ýòà ìîäåëü àäåêâàòíà, òî åñòü, åñëè îíà ïðàâèëüíî îòðàæàåò íàáëþäàâøèåñÿ

â ýêñïåðèìåíòàõ äàííûå, òî íà åå îñíîâå ìîæíî ïðàâèëüíî ïðåäñêàçûâàòü

ðåçóëüòàòû áóäóùèõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðûé îáúåêò, âíóòðåííå óñòðîéñòâî êîòîðîãî íåèçâåñòíî,

è, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþùèéñÿ äëÿ èññëåäîâàòåëÿ "÷¼ðíûì ÿùèêîì". Èññëåäîâàòåëü

ìîæåò èçó÷àòü åãî, ïîäàâàÿ ðàçëè÷íûå âîçäåéñòâèÿ è ðåãèñòðèðóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå

âîçäåéñòâèÿì ðåàêöèè îáúåêòà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,÷òî ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèòñÿ

ìíîãîêðàòíî â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî óñëîâèÿ (â ïðèíöèïå) ìíîãîêðàòíî

âîñïðîèçâîäèìû è ìîæíî íàáëþäàòü ðåàêöèè "÷¼ðíîãî ÿùèêà"íà ðàçëè÷íûå

âõîäíûå ñèãíàëû äëÿ òåõ æå ñàìûõ óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà.

Ðèñ.1

Ñõåìàòè÷åñêè ýêñïåðèìåíò ñ "÷åðíûì ÿùèêîì"ïîêàçàí íà ðèñ.1.

Çäåñü u - âîçäåéñòâèå, âõîäíîé ñèãíàë, èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà âõîäíûõ

ñèãíàëîâΩ, à y - ðåàêöèÿ, âûõîäíîé ñèãíàë èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà âûõîäíûõ

ñèãíàëîâ Γ. Òîãäà ìîäåëüþ "÷¼ðíîãî ÿùèêà"äëÿ äàííûõ óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà
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áóäåò, â îáùåì ñëó÷àå, íåêîòîðîå áèíàðíîå îòíîøåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñî

ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì. Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâà Ω è Γ, êîòîðûå ìîãóò

ñîâïàäàòü è çàäàíî äåêàðòîâî èëè ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ

Ω × Γ, ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (u, y) â êîòîðûõ u ∈ Ω, à y ∈ Γ,

ò.å.

Ω× Γ = (u, y) p u ∈ Ω, y ∈ Γ

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî S ⊆ Ω×Γ íàçûâàåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíèåì. Çàäàíèå

áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü âõîäíûõ u ∈ Ω è âûõîäíûõ

y ∈ Γ ñèãíàëîâ, íî íå ïðåäïîëàãàåò ôóíêöèîíàëüíîé, îäíîçíà÷íîé ñâÿçè

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ Ω èΓ. Â ñâÿçè ñ ýòèì äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ôóíêöèîíàëüíûì íàçûâàåòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå, â êîòîðîì äëÿ ëþáîãî

u ∈ Ω "ó÷àñòâóþùåãî"â áèíàðíîì îòíîøåíèè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

ñâÿçàííûé ñ íèì ýëåìåíò y ∈ Γ. Ôóíêöèîíàëüíîìó îòíîøåíèþ ìîæíî

ñîïîñòàâèòü ôóíêöèþ, îïåðàòîð f : Ω → Γ, êîòîðûé â ýòîì ñëó÷àå áóäåò

çàäàâàòü ìîäåëü "÷¼ðíîãî ÿùèêà , åãî îïèñàíèå "âõîä - âûõîä"èëè âíåøíåå

îïèñàíèå. Äåòàëüíàÿ ðàçðàáîòêà ýòîãî ïîäõîäà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó

ïîíÿòèþ àáñòðàêòíîé ñèñòåìû. Íàçîâåì ìíîæåñòâîì ìîìåíòîâ âðåìåíè

íåïóñòîå ëèíåéíî - óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî

T ⊆ R

Íàçîâåì ìíîæåñòâàìè çíà÷åíèé âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ ñîîòâåòñòâåííî

íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà U ∈ Rm è y ∈ Rl

Ïóñòü UT� ìíîæåñòâî ôóíêöèé u : T → f è yT� ìíîæåñòâî ôóíêöèé y :

T → Y .Íàçîâåì ìíîæåñòâàìè âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ ñîîòâåòñòâåííî

íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà Ω ⊆ UT è Γ ⊆ Y T . Íàçîâåì âíåøíèì îïèñàíèåì

èëè îïèñàíèåì "âõîä - âûõîä"áèíàðíîå îòíîøåíèå S ∈ Ω× Γ.
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Òåïåðü, ïîäâîäÿ èòîã, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå

àáñòðàêòíîé ñèñòåìû.

Ïóñòü äàíû: ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè Ò, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âõîäíûõ

è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ U è Y, ìíîæåñòâî âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ Ω

è Γ è âíåøíåå îïèñàíèå S ⊆ Ω × Γ. Àáñòðàêòíîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ

ñëåäóþùàÿ øåñòåðêà:

∑
=< T,U, Y,Ω,Γ, S > (1)

Ãðàôè÷åñêè àáñòðàêòíóþ ñèñòåìó ïðåäñòàâëÿþò òàê, êàê ïîêàçàíî íà

ðèñ.2.

Ðèñ.2

Àáñòðàêòíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáù¼ííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ

ìîäåëü, è, íàêëàäûâàÿ íà íåå ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå

âèäû êîíêðåòíûõ ìîäåëåé, îòëè÷àþùèõñÿ óðîâíÿìè äåòàëèçàöèè, îáùíîñòüþ,

à òàê æå êëàññàìè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, íà êîòîðûå ýòè ìîäåëè îðèåíòèðîâàíû.

Äàäèì êëàññèôèêàöèþ àáñòðàêòíûõ ñèñòåì, èñõîäÿ èç ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ.

Àáñòðàêòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé (ïî âðåìåíè), åñëè å¼ ìíîæåñòâî

ìîìåíòîâ âðåìåíè Ò - ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî R.

Àáñòðàêòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé (ïî âðåìåíè), åñëè åå ìíîæåñòâî

ìîìåíòîâ Ò - ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë Z.

Àáñòðàêòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì,

åñëè U, Y ⊆ R.Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè U ⊆ Rm è Y ⊆ Rl, ãäå l,m > 1, ãîâîðÿò
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î ñèñòåìå ñ íåñêîëüêèìè âõîäàìè è âûõîäàìè - m âõîäàìè è l âûõîäàìè,

ò.å. ìíîãîìåðíîé ñèñòåìîé.

Íà ïðàêòèêå èçó÷àåìûé îáúåêò îáû÷íî íå ÿâëÿåòñÿ "÷¼ðíûì ÿùèêîì è

èññëåäîâàòåëþ èçâåñòíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ îí

ñîñòîèò è èçâåñòíû âçàèìîñâÿçè ýòèõ ýëåìåíòîâ, ò.å. èçâåñòíà âíóòðåííÿÿ

ñòðóêòóðà îáúåêòà. Òîãäà, íàðÿäó ñ îïèñàíèåì "âõîä � âûõîä îáúåêò ìîæåò

áûòü çàäàí ñâîåé ñòðóêòóðíîé ìîäåëüþ.

Ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé ýëåìåíòîâ îáúåêòà è ìîäåëè âçàèìîñâÿçåé ýëåìåíòîâ. Ìîäåëü âçàèìîñâÿçåé

ýëåìåíòîâ çàäà¼òñÿ ãðàôè÷åñêè � ñòðóêòóðíîé ñõåìîé.

Ïóñòü äàíà àáñòðàêòíàÿ ñèñòåìà ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì, ãðàôè÷åñêè

ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ.2. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî

ñèñòåìû, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâà âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ ðàâíû Ω =

Γ,òî åñòü ñèñòåìû, çàäàâàåìûå îäíîðîäíûìè áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè S ⊆

Ω×Ω, ïðè÷¼ì U = Y = R.Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ àáñòðàêòíûõ ñèñòåì

÷åðåç Θ.

Ñå÷åíèåì S(u) áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ S ïî ýëåìåíòó u ∈ Ω íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ y ∈ Γ òàêèõ, ÷òî ïàðû (u, y) ∈ S,

S(u) = {y ∈ Γ|(u, y) ∈ S}.

Ñå÷åíèåì S(Ã) áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ S ⊆ Ω × Γ ïî ìíîæåñòâó Ω̃ ⊆ Ω

îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå ñå÷åíèé S(u) ïî âñåì u ∈ Ω̃,

S(Ω̃) =
⋃
S(u)

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå îïåðàöèè êîìïîçèöèè

àáñòðàêòíûõ ñèñòåì. Êîìïîçèöèÿ S1 ∗ S2 àáñòðàêòíûõ ñèñòåì S1, S2 ∈ Θ
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(S1 ∗ S2)(u) = S1S2(u). (2)

Êîìïîçèöèÿ ñèñòåì S1 è S2 îïèñûâàåò èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå,

çàäàâàåìîå ñòðóêòóðíîé ñõåìîé íà ðèñ.3.

Ðèñ.3

Îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè:

S1 ∗ (S2 ∗ S3) = (S1 ∗ S2) ∗ S3, S1, S2, S3 ∈ Θ

Â ñàìîì äåëå, èç îïðåäåëåíèÿ (3) âûòåêàåò, ÷òî

(S1 ∗ (S2 ∗ S3))(u) = S1((S2 ∗ S3)(u)) = S1(S2(S3(u))),

((S1 ∗ S2) ∗ S3)(u) = (S1 ∗ S2)(S3(u)) = S1(S2(S3(u))).

Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè íåêîììóòàòèâíà, S1 ∗ S2

íå ðàâíî S2 ∗S1, ò.å. èçìåíåíèå ïîðÿäêà âêëþ÷åíèÿ ñèñòåì íà ñòðóêòóðíîé

ñõåìå íà ðèñ.3 ìåíÿåò â îáùåì ñëó÷àå îïèñàíèå "âõîä-âûõîä"ïîñëåäîâàòåëüíîãî

ñîåäèíåíèÿ. Ââåä¼ì åäèíè÷íóþ ñèñòåìó I ôîðìóëîé

I = [(u, u)|u ∈ Ω] (3)

Åäèíè÷íàÿ ñèñòåìà, î÷åâèäíî, êîììóòàòèâíà ñ ëþáîé äðóãîé ñèñòåìîé:I∗

S = S ∗ I = S ∀S ∈ Θ

Êîíâåðñíóþ, èëè ñèììåòðè÷íóþ, ñèñòåìó Sc ê ñèñòåìå S ââåä¼ì ôîðìóëîé
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Sc = (y, u)|(u, y) ∈ S (4)

Ó êîíâåðñíîé ñèñòåìû Sc ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé ñèñòåìîé S âõîä è

âûõîä ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè (ðèñ.4). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ åäèíè÷íîé ñèñòåìû

Ic = I.

Ðèñ.4

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

(S1 ∗ S2)
c = Sc2 ∗ Sc1 (5)

Ðàññìîòðèì äâå ýëåìåíòàðíûå ñèñòåìû, ãðàôè÷åñêè èçîáðàæ¼ííûå íà

ðèñ. à)-á) è íàçûâàåìûå, ñîîòâåòñòâåííî, ñóììàòîðîì è óñòðîéñòâîì ñðàâíåíèÿ.

Èõ óðàâíåíèÿ òàêîâû: à)y = u1 + u2; á)y = u1 − u2
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Îïðåäåëåíèå 5. Àëãåáðàè÷åñêîé ñóììîé (ñîîòâåòñòâåííî,ðàçíîñòüþ)

ïîäìíîæåñòâΩ1,Ω2 ⊆ Ω íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîΩ1+Ω2(Ω1−Ω2), îïðåäåëÿåìîå

êàê

Ω1 + Ω2 = u1 + u2|u1 ∈ Ω1, u2 ∈ Ω2,

Ω1 − Ω2 = u1 − u2 | u1 ∈ Ω1, u2 ∈ Ω2

Ïàðàëëåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ñèñòåì S1, S2 ∈ Θ íà ðèñ. 5. ñîîòâåòñòâóåò èõ

ñóììà S1 + S2, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé

(S1 + S2)(u) = S1(u) + S2(u). (6)

Ðèñ. 5

Îïåðàöèÿ ñóììèðîâàíèÿ îáëàäåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè:

S1 + (S2 + S3) = (S1 + S2) + S3,

êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñâîéñòâà àññîöèàòèâíîñòè

äëÿ îïåðàöèè êîìïîçèöèè, à òàêæå î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì êîììóòàòèâíîñòè

S1 + S2 = S2 + S1.

Îïåðàöèÿ ñóììèðîâàíèÿ äèñòðèáóòèâíà ñëåâà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè

(S1 + S2) ∗ S3 = (S1 ∗ S3) + (S2 ∗ S3),
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÷òî âûòåêàåò èç

((S1 + S2) ∗ S3)(u) = (S1 + S2)(S3(u)) = S1(S3(u)) + S2(S3(u)) = (S1 ∗

S3)(u) + (S2 ∗ S3)(u).

Ëåâîå äèñòðèáóòèâíîå ñâîéñòâî îïåðàöèè ñóììèðîâàíèÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíî

íà ðèñ.6. Àáñòðàêòíûå ñèñòåìû íà ðèñ.6 à) è ðèñ.6 á) èìåþò îäèíàêîâûå

îïèñàíèÿ "âõîä-âûõîä".

Ðèñ.6

Äèñòðèáóòèâíîñòü ñïðàâà äëÿ îïåðàöèè ñóììèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

êîìïîçèöèè â îáùåì ñëó÷àå íå èìååò ìåñòà, ò.å.

S1 ∗ (S2 + S3) 6= S1 ∗ S2 + S1 ∗ S3.

Èñïîëüçóÿ ââåä¼ííûå îïåðàöèè, ïîëó÷èì ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ

ñèñòåìû ñ îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ, ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà êîòîðîé

ïðèâåäåíà íà ðèñ.7, â ïðÿìîé öåïè êîòîðîé íàõîäèòñÿ ñèñòåìà 5.

Ñîãëàñíî ñõåìå, ñîäåðæàùåé óñòðîéñòâî ñðàâíåíèÿ, äëÿ ñèãíàëà e, íàçûâàåìîãî

ñèãíàëîì îøèáêè, ðàññîãëàñîâàíèÿ, èìååì

e = u− y.

Ò.å. u = e + y. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî e = I(e) è y = S(e) è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

(6) äëÿ ñóììû ñèñòåì, ïîëó÷àåì, ÷òî

u = I(e) + S(e)) = (I + s)(e).



� 19 �

Ðèñ.7

Îòñþäà, ïîëüçóÿñü îïåðàöèåé êîíâåðñèè, íàõîäèì

e = (I + S)c(u).

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ íà ðèñ.7 îïèñûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî

ñèãíàëà îøèáêè e áèíàðíûì îòíîøåíèåì Se:

Se = (I + S)c. (7)

îïðåäåëÿþùåìóñÿ ÷åðåç îïåðàöèþ êîíâåðñèè. Ñ ó÷¼òîì ñâÿçè y = S(e)

íàéä¼ì îïèñàíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ Sy îòíîñèòåëüíî

âûõîäíîãî ñèãíàëà y, çàäàâàåìîå ÷åðåç îïåðàöèþ êîìïîçèöèè

Sy = S ∗ (I + S)c. (8)

Ðàññìîòðèì âàæíûé êëàññ àáñòðàêòíûõ âðåìåííûõ ñèñòåì, íàçûâàåìûõ

ñòàöèîíàðíûìè, èëè èíâàðèàíòíûìè âî âðåìåíè.

Ïóñòü ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè T = R. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ñäâèãà

∇σ, σ ∈ R îïðåäåëèì ïðàâèëîì

∇σ(u(t)) = u(t+ σ). (9)

Åñëè σ = 0, òî óðàâíåíèå (9) çàäà¼ò åäèíè÷íóþ ñèñòåìó I. Åñëè σ < 0, òî

ýòî óðàâíåíèå çàäàåò çâåíî çàïàçäûâàíèÿ, ò.å. ñèñòåìó, ó êîòîðîé âûõîäíîé

ñèãíàë ïîâòîðÿåò âõîäíîé ñ çàïàçäûâàíèåì σ.

Èç îïðåäåëåíèÿ (9) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îòíîøåíèé ñäâèãà

∇σ1,∇σ2, σ1, σ2 ∈ R:

∇σ1 ∗ ∇σ2 = ∇σ2 ∗ ∇σ1 = ∇(σ1+σ2).
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Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

∇σ ∗ ∇−σ = I.

è, ñëåäîâàòåëüíî,∇c
σ = ∇−σ . Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ñóììà u1+u2, u1, u2 ∈ Ω

è ïðîèçâåäåíèå ku, k ∈ R, u ∈ Ω îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

(u1 + u2)(t) = u1(t) + u2(t),

(ku)(t) = ku(t).

èç îïðåäåëåíèÿ (9) ïîëó÷àåì ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè îòíîøåíèÿ ñäâèãà ∇σ:

∇σ(ku(t)) = k∇σ(u(t)), (10)

∇σ((u1(t)) + u2(t)) =∇σ(u1(t)) +∇σ(u2(t))

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå îòíîøåíèÿ ñäâèãà, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Ñèñòåìà
∑

=< R, U, Y,Ω,Γ, S > íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé (èíâàðèàíòíîé

âî âðåìåíè), åñëè ∀σ ∈ R

∇σ ∗ S = S ∗ 5σ (11)

Åñëè ∃σ ∈ R, äëÿ êîòîðîãî óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè íàðóøàåòñÿ, òî

ñèñòåìà Σ íàçûâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî åäèíè÷íàÿ ñèñòåìà I è çâåíî çàïàçäûâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè

ñèñòåìàìè.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî

âñåõ ââåä¼ííûõ îïåðàöèé ñ ñèñòåìàìè.

Ñ ó÷¼òîì ñâîéñòâà àññîöèàòèâíîñòè êîìïîçèöèè, äîêàæåì ñòàöèîíàðíîñòü

êîìïîçèöèè ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì:

(S1∗S2)∗∇σ = S1∗(S2∗∇σ) = S1∗(∇σ ∗S2) = (S1∗∇σ)∗S2 = ∇σ ∗(S1∗S2).



� 21 �

Ñòàöèîíàðíîñòü ñóììû âûòåêàåò èç ëåâîãî ñâîéñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè

è ëèíåéíîñòè îòíîøåíèÿ ñäâèãà

(S1 +S2)∗∇σ = (S1 ∗∇σ) + (S2 ∗∇σ) = (∇σ ∗S1) + (∇σ ∗S2) = ∇σ(S1 +S2).

Èç ôîðìóëû (5) ïîëó÷àåì

(∇σ ∗ S)c = Sc ∗ ∇−σ,

(S ∗ ∇σ)c = ∇−σ ∗ S,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êîíâåðñíàÿ ñèñòåìà Sc ñòàöèîíàðíà, åñëè ñòàöèîíàðíà

ñèñòåìà S. Ïðè ýòîì èç ôîðìóë (7) è (8) âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà ñ îáðàòíîé

ñâÿçüþ íà ðèñ.7 ñòàöèîíàðíà, åñëè ñòàöèîíàðíà ñèñòåìà S. Óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî.

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ èç

ñòàöèîíàðíûõ ïîäñèñòåì ñ ïîìîùüþ ââåä¼ííûõ îïåðàöèé, ò.å. ñ ïîìîùüþ

ïîñëåäîâàòåëüíîãî è âñåõ äðóãèõ âèäîâ ñîåäèíåíèé, ðàññìîòðåííûõ çäåñü,

ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìîé.
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�2. Ëèíåéíûå ñèñòåìû.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âàæíûé êëàññ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåîðèè

óïðàâëåíèÿ � ëèíåéíûé ñèñòåìû. Ïóñòü îïèñàíèå "âõîä-âûõîä"ñèñòåìû Σ

ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì çàäàåòñÿ ôóíêöèåé, îïåðàòîðîì f : Ω→

Γ.

Ôóíêöèÿ f : Ω → Γ, ãäå Ω è Γ � ëèíåéíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà,

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè ∀α1, α2 ∈ R è ∀u1, u2 ∈ Ω

f(α1u1 + α2u2) = α1f(u1) + α2f(u2) (1)

Â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ëèíåéíîå ñâîéñòâî ôîðìóëèðóåòñÿ êàê âûïîëíåíèå

ñëåäóþùåãî ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè

f(α1u1 + . . .+ αnun) = α1f(u1) + . . .+ αnf(un) (2)

äëÿ ∀α1, ..., αn ∈ R è ∀u1, ..., un ∈ Ω.

Åñëè ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè íå âûïîëíåí, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåëèíåéíîé.

Åñëè ñèñòåìû f,g � ëèíåéíû, òî ëèíåéíîé ÿâëÿåòñÿ èõ ñóììà è êîìïîçèöèÿ.

Â ñëó÷àå ëèíåéíûé ñèñòåì îïåðàöèÿ ñóììèðîâàíèÿ äèñòðèáóòèâíà êàê

ñëåâà, òàê è ñïðàâà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè:

(g + h) ∗ f = g ∗ f + h ∗ f,

f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h.

Äèñòðèáóòèâíîñòü ñëåâà èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ.1.
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Ðèñ.1

Ñèñòåìû íà ðèñ.1 à)è á) èìåþò îäèíàêîâûå îïèñàíèÿ "âõîä-âûõîä". Îïåðàöèÿ

êîíâåðñèè f câ ñëó÷àå ëèíåéíûõ ñèñòåì çàìåíÿåòñÿ íà îïåðàöèþ îáðàùåíèÿ

- èíâåðñèþ: f−1 , åñëè îáðàòíûé îïåðàòîð f−1 ñóùåñòâóåò. Â ýòîì ñëó÷àå

ññòåìà íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé. Äëÿ îáðàòèìûõ ñèñòåì âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíîå

ðàâåíñòâî

f ∗ f−1 = f−1 ∗ f = I

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ñèñòåìà ïîëó÷åííàÿ èç ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðè ïîìîùè

îïåðàöèé ñóììèðîâàíèÿ, êîìïîçèöèè è îáðàùåíèÿ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

ñèñòåìîé. Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ñèñòåì çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âñåõ ââåäåííûõ

îïåðàöèé ñ ñèñòåìàìè.

Äëÿ âûâîäà îáùåé ôîðìóëû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì âîñïîëüçóåìñÿ

ñâîéñòâîì ñóïåðïîçèöèè (2) è ñëåäóþùåé îáùåé ôîðìóëîé äëÿ ëèíåéíûõ,

ôóíêöèè, äåéñòâóþùåé èç Rn → R (ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà).

y =
n∑
j=1

hjuj, (3)

ãäå u1, ..., un ∈ Rn è hj, j = 1, ..., n � íåêîòîðûå ÷èñëà.

Çàïèøåì ñâÿçü "âõîä-âûõîä"äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì òàê

y(t) = f [t1, t0, u(τ), t0 ≤ τ ≤ t]. (4)

Ôîðìóëà (4) ïîêàçûâàåò, ÷òî âûõîäíîé ñèãíàë îáúåêòà óïðàâëåíèÿ çàâèñèò:

îò òåêóùåãî t è íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0; îò âõîäíîãî ñèãíàëà u,

êîòîðûé äåéñòâîâàë íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè îò t0 äî t. Ïóñòü âõîäíîé

ñèãíàë è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé âðåìåíè íà èíòåðâàëå [t0, T ] .
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Ââåäåì íà ýòîì èíòåðâàëå äèñêðåòèçàöèè ñ øàãîì 4 = T−t0
N , ãäå N - ÷èñëî

òî÷åê äèñêðåòèçàöèè. Çàìåíÿåì âõîäíîé ñèãíàë íà èíòåðâàëå [t0, T ] åãî

êóñî÷íî - ïîñòîÿííûé àïïðîêñèìàöèåé êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.2.

Ðèñ.3

Òîãäà, â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè i = 1, 2, ..., N çíà÷åíèÿ âûõîäíîãî

ñèãíàëà ìîãóò áûòü ïðèáëèæåííî íàéäåíû ïî ôîðìóëå:

y(t0 + i4) ∼= f [t0 + i4, t0, u(t0), u(t0 +4), ..., u(t0 + (i− 1)4)] (5)

Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (5) ÿâëÿåòñÿ, â ïðåäïîëîæåíèè ëèíåéíîñòè

t, ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì, äåéñòâóþùèì èç Ri → R. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ

ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè è ôîðìóëó (3), ôîðìóëó (5) ìîæíî çàïèñàòü òàê

y(t0 + i4) ∼=
i−1∑
j=0

h(t0 + i4, t0 + j4)u(t0 + j4), (6)

ãäå h(t0 + i4, t0 + j4) � íåêîòîðûå êîîðäèíàòû.

Ïðè 4 → 0, çàìåíèâ êîíå÷íóþ ñóììó íà èíòåãðàë èç (6), ïîëó÷àåì

ñëåäóþùóþ îñíîâíóþ ôîðìóëó òåîðèè ëèíåéíûõ ñèñòåì

y(t) =

t∫
t0

h(t, τ)u(τ)d τ (7)

Ôóíêöèÿ h(t, τ), çàäàþùàÿ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð (7), íàçûâàåòñÿ åãî

ÿäðîì èëè âåñîâîé ôóíêöèåé. Îïåðàòîð (7) îïðåäåëÿåò â îáùåì ñëó÷àå
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íåñòàöèîíàðíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó. Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (7) ïðåäïîëàãàëîñü,

÷òî ðåàêöèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè íå çàâèñèò îò

áóäóùèõ çíà÷åíèé âõîäíîãî ñèãíàëà � óñëîâèå ïðè÷èííîñòè. Ïîýòîìó âåñîâàÿ

ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðè÷èííîñòè â òàêîé ôîðìå h(t, τ) =

0 ïðè τ > t.Òèïè÷íûé âèä âåñîâîé ôóíêöèè ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé

ñèñòåìû ïðèâåäåí íà ðèñ.3 - äëÿ ñëó÷àÿ h(t, τ) = e(−t2−τ2
2 )

Ðèñ.3

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ïðè÷èííîñòè è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âõîäíîé ñèãíàë

u(x) = 0 ïðè t < t0, îïåðàòîð (7) â òåîðèè óïðàâëåíèÿ îáû÷íî çàïèñûâàþò

â òàêîé îáîáùåííîé ôîðìå

y(t) =

∞∫
−∞

h(t, τ)u(τ)dτ (8)

Çàïèøåì â òàêîé ôîðìå åäèíè÷íóþ ñèñòåìó I è çâåíî çàïàçäûâàíèÿ -
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äâå ñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îáîáùåííóþ ôóíêöèþ

- δ - ôóíêöèþ Äèðàêà, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé

σ(t) =

{ ∞, t = 0,

0, t 6= 0.
. (8)

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè u(t) ñïðàâåäëèâî, ÷òî

∞∫
−∞

σ(τ)u(τ)dτ = u(0) (9)

Àíàëîãè÷íî, ñìåùåííàÿ σ -ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

σ(t− 6) =

{ ∞ t = 6,

0 t 6= 6.
. (10)

è äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè u(t)ñïðàâåäëèâî, ÷òî

∞∫
−∞

σ(τ − 6)u(τ)dτ = u(σ) (11)

Ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû (9) åäèíè÷íóþ ñèñòåìó I â ôîðìå èíòåãðàëüíîãî

îïåðàòîðà (8) ìîæíî çàïèñàòü, âçÿâ â êà÷åñòâå ÿäðà σ-ôóíêöèþ.

I(u(t)) =

∞∫
−∞

σ(t− τ)u(τ)d τ (12)

Çâåíî çàïàçäûâàíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (8),

åñëè â êà÷åñòâå ÿäðà âçÿòü ñìåùåííóþ σ-ôóíêöèþ ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (11)

∇σ(u(t)) =

∞∫
−∞

σ(t− τ − σ)u(τ)d τ (13)
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Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÿäðî h(t, τ) â (8) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé,

ò.å. íå ñîäåðæèò îáîáùåííûõ ôóíêöèé,à âõîäíîé ñèãíàë çàäàåòñÿ σ- ôóíêöèåé,

ïîëó÷èì èç (1)

∫ ∞
−∞

h(t, τ)σ(t− σ)d τ = h(t, σ) (14)

Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî ëèíåéíîé ñèñòåìû h(t, G) èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë

îòêëèêà íà èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå ïîñòóïèâøåå â ìîìåíò âðåìåíè è â

òåîðèè óïðàâëåíèÿ íîñèò íàçâàíèå èìïóëüñíîé ïåðåõîäíîé ôóíêöèè. Åñëè

èìïóëüñíàÿ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ íàéäåíà, òî ðåàêöèþ ñèñòåìû íà çàäàííîå

âîçäåéñòâèå ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå (7) � àíàëèòè÷åñêè, ëèáî ÷èñëåííûì

ìåòîäîì ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ

èìïóëüñíûõ ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðóêòóðíûõ ñõåì.

Ïðè ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðíîé ñõåìîé íà

ðèñ.4 èìååì:

Ðèñ.4

y(t) =

∫
k(t, τ)u(τ)d τ +

∫
h(t, τ)u(τ)d τ =

∫
g(t, τ)u(τ)d τ (15)

g(t, τ) = k(t, τ) + h(t, τ)

ò.å. èìïóëüñíûå ïåðåõîäíûå ôóíêöèè ñêëàäûâàþòñÿ.



� 28 �

Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäèíåíèè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðíîé ñõåìîé

íà ðèñ.5 èìååì:

Ðèñ.5

y(t) =

∞∫
−∞

h(t, τ)z(τ)dτ =

∞∫
−∞

h(t, τ)

∞∫
∞

k(τ, θ)u(θ)dθdτ =

∞∫
−∞

g(t, θ)u(θ)dθ,

îòêóäà

g(t, θ) =

∞∫
∞

h(t, τ)k(τ, θ)dτ, (16)

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ïðè÷èííîñòè ôîðìóëà (16) çàïèñûâàåòñÿ òàê

g(t, θ) =

t∫
θ

h(t, τ)k(τ, θ)dτ, (17)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè h(t, τ) è k(τ, θ) , òî â îáùåì

ñëó÷àå, îïèñàíèå "âõîä - âûõîä çàäàâàåìîå âåñîâîé ôóíêöèåé g(t, θ) èçìåíèòñÿ.

Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè ëèíåéíûõ ñèñòåì íå êîììóòàòèâíà â îáùåì ñëó÷àå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ íà ðèñ.6.
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Ðèñ.6

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå ëèíåéíûõ ñèñòåì â ïðÿìîé öåïè îïèñûâàåòñÿ

ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ñ ÿäðîì, çàäàâàåìûì ôîðìóëîé (16).

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî e(t) = r(t)− y(t) ìîæíî çàïèñàòü

e(t) = r(t)−
∞∫

−∞

g(t, θ)e(θ)dθ (18)

Ýòî � èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî e(t). Åãî ìîæíî

ðåøèòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïî ñõåìå

ei(t) = r(t)−
∞∫

−∞

g(t, θ)ei−1(θ)dθ (19)

ïðè i = 1, 2, . . . . Âûáèðàÿ e0(θ) = r(θ), ïîëó÷àåì

e1(t) = r(t)−
∞∫

−∞

g(t, θ)r(θ)dθ

Äàëåå, íàõîäèì ïî ñõåìå (20)

e2(t) = r(t)−
∞∫

−∞

g(t, θ)e1(θ)dθ = r(t)−
∞∫

−∞

g1(t, θ)r(θ)dτ +

∞∫
−∞

g2(t, θ)r(θ)dθ,

ãäå îáîçíà÷åíî
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g1(t, θ) = g(t, θ)

g2(t, θ) =

∞∫
−∞

g(t, σ)g1(σ, θ)dσ

Ââåäåì äàëüíåéøåå îáîçíà÷åíèå äëÿ i = 3, 4, . . .

gi(t, θ) =

∞∫
−∞

g(t, σ)gi−1(σ, θ)dσ

Òåïåðü ðåøåíèå çàäà÷è îá îáðàòíîé ñâÿçè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåãî

ðÿäà:

e(t) = r(t) +
∞∑
i=1

(−1)i
∞∫

−∞

gi(t, θ)r(θ)dθ (20)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå Γ(t, θ) =
∞∑
i=1

(−1)igi(t, θ), îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

e(t) = r(t) +

∞∫
−∞

Γ(t, θ)r(θ)dθ (21)

ßäðî Γ(t, θ) íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòíûì ÿäðîì èëè ðåçîëüâåíòîé. Åñëè èñïîëüçîâàòü

ôîðìóëó (12) äëÿ åäèíè÷íîé ñèñòåìû è îáîçíà÷èòü ω(t, θ) = σ(t − θ) +

Γ(t, θ), òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è îá îáðàòíîé ñâÿçè â âèäå

ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

e(t) =

∞∫
−∞

ω(t, θ)r(θ)dθ (24)

Òàêèì îáðàçîì, ñîåäèíåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ êàê è ïàðàëëåëüíîå è

ïîñëåäîâàòåëüíîå, ïðèíöèïèàëüíî, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ëèíåéíîãî

èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (8). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ
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ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ôîðìóë è ñàìî îòûñêàíèå èìïóëüñíîé ïåðåõîäíîé

ôóíêöèè îáû÷íî âûçûâàåò ñëîæíîñòè.
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�3. Ëèíåéíûå ñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû. Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè.

Ëèíåéíûå ñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì âèäîì ìîäåëåé, èçó÷àåìûõ

â òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ýòîò âèä ìîäåëåé èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â ïðèëîæåíèÿõ.

Åñëè âíåøíåå îïèñàíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ ôóíêöèåé, îïåðàòîðîì f : Ω→

Γ, òî ëèíåéíîñòü îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè

f(α1u1 + · · ·+ αnun) = α1f(u1) + · · ·+ αnf(un) (1)

äëÿ ∀α1, . . . , αn ∈ R è ∀u1, . . . , un ∈ Ω. Ñòàöèîíàðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

îïåðàòîðà (îòíîøåíèÿ) ñäâèãà ∇σ, σ ∈ R, çàäàâàåìîãî ïðàâèëîì

∇σ(u(t)) = u(t+ σ), (2)

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

f(∇σu) = ∇σy. (3)

Èç ôîðìóëû (3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñäâèã âî âðåìåíè

âõîäíîãî ñèãíàëà ïðèâîäèò ê òàêîìó æå ñäâèãó âî âðåìåíè âûõîäíîãî ñèãíàëà.

Ðàññìîòðèì îáùèé âèä ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

y(t) =

∞∫
−∞

n(t, τ)u(τ)dτ (4)

ãäå äëÿ ïðè÷èííîé ñèñòåìû n(t, τ) = 0 äëÿ τ > t.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (4) áûëà ñòàöèîíàðíîé, íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà çàâèñåëî òîëüêî îò

ðàçíîñòè t− τ , íî íå îò t è τ ïî îòäåëüíîñòè.



� 33 �

Òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì

èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì:

y(t) =

∞∫
−∞

h(t− τ)u(τ)dτ (5)

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ t−τ = ξ è ïðåîáðàçóåì

ôîðìóëó (5) ê âèäó

y(t) =

∞∫
−∞

h(ξ)u(t− ξ)dξ

Çàìåíèì òåïåðü u(t) íà u(t+ σ). Òîãäà

∞∫
−∞

h(ξ)u(t+ σ − ξ)dξ = y(t+ σ), (6)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óðàâíåíèå (5) îïèñûâàåò, òåì ñàìûì, ëèíåéíûé ñòàöèîíàðíûé îïåðàòîð

f : Ω → Γ, à èìïóëüñíàÿ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ h(t) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé

îäíîãî ïåðåìåííîãî. Óñëîâèå ïðè÷èííîñòè äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà èìååò âèä

h(ξ) = 0 äëÿ ξ < 0. Òèïè÷íûé âèä èìïóëüñíûõ ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé

ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ïðèâåäåí íà ðèñ.1-à),á),â).

Ôîðìóëà (5) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ïðè÷èííîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàê
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y(t) =

t∫
0

h(t− τ)u(τ)dτ (7)

Íèæíèé ïðåäåë äëÿ ñëó÷àÿ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ìîæíî âûáðàòü ðàâíûì

íóëþ. Ðåàêöèÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû â ëþáîé òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t

íà ñèãíàë ïîñòóïèâøèé â ìîìåíò âðåìåíè t0 çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè

t− t0, à íå îò t è t0 ïî � îòäåëüíîñòè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå âõîäíîãî ñèãíàëà σ-ôóíêöèè ñ ó÷åòîì

ôîðìóëû (9) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ïîëó÷èì:

t∫
0

h(ξ)σ(t− ξ)dξ = h(t), t ≥ 0 (8)

Òàêèì îáðàçîì, èìïóëüñíàÿ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ íàõîäèòñÿ çà îäèí ýêñïåðèìåíò

ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì. Ýòî - ïðèíöèïèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè,

ò.å. ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà ñ ôèçè÷åñêèì

îáúåêòîì. Îäíàêî òàêîå ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêè òðåáóåò ðåàëèçàöèþ èìïóëüñíîãî

âîçäåéñòâèÿ ñ áåñêîíå÷íî áîëüøîé àìïëèòóäîé. Ïîýòîìó â ïðèëîæåíèÿõ

äëÿ èäåíòèôèêàöèè èìïóëüñíîé ïåðåõîäíîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ åäèíè÷íîå

ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

1(t) =

 1, t ≥ 0

0, t < 0
(9)

Ïðè òàêîì âõîäíîì ñèãíàëå

y(t) =

t∫
0

h(ξ)1(t− ξ)dξ =

t∫
0

h(ξ)dξ (10)

è èìïóëüñíóþ ïåðåõîäíóþ ôóíêöèþ ìîæíî íàéòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû
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h(t) =
dy(t)

dt
(11)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî âõîäíîãî ñèãíàëà çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè

ìîæíî ðåøàòü ÷èñëåííî, ðåøàÿ óðàâíåíèå

y(t) =

t∫
0

h(ξ)u(t− ξ)dξ, t ∈ [0, T ] (12)

Ââåäåì øàã äèñêðåòèçàöèè∆ = T
N , ãäåN -÷èñëî òî÷åê ðàçáèåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå

ôîðìóë ïðÿìîóãîëüíèêîâ - ïðàâûõ, ëåâûõ è ñðåäíèõ äàåò ñëåäóþùèå äèñêðåòíûå

óðàâíåíèÿ

y[i∆] = ∆
i∑

j=1

h̃[j∆]u[(i− j)∆], (13)

y[i∆] = ∆
i−1∑
j=0

h̃[j∆]u[(i− j)∆], (14)

y[i∆] = ∆
i∑

j=1

h̃[(j − 1

2
)∆]u[(i− j +

1

2
)∆]. (15)

Òåïåðü çàäà÷à î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ h(t) óðàâíåíèÿ (12) çàìåíåíà çàäà÷åé

î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ h̃ îäíîé èç ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(13)-(15). Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíî - ìàòðè÷íîé ôîðìå:

∆AH = Y (16)

Äëÿ ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Y T = (y[∆], y[2∆], . . . , y[N∆]),

HT = (ĥ[
∆

2
], ĥ[3

∆

2
], . . . , ĥ[(N − 1

2
)∆]),
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A =



u[∆
2 ] 0 0 . . . 0

u[3∆
2 ] u[∆

2 ] 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

u[(N − 1
2)∆] u[(N − 3

2)∆] u[(N − 5
2)∆] . . . u[∆

2 ]


(17)

Ìàòðèöà À ÿâëÿåòñÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé è å¼ îïðåäåëèòåëü detA =

uN [∆
2 ] îòëè÷åí îò íóëÿ, åñëè u[∆

2 ] 6= 0. Ïðè ýòîì óñëîâèè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(16) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Åñëè u(t) - åäèíè÷íàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ,

òî

A =



1 0 0 . . . 0

1 1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 1 . . . 0


(18)

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ìîæåò

áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ïðîãðàììû â Mathcad
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Ïóñòü y(t) = 1−e−t è ðåøåíèå èùåòñÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè [0, 1] ñ øàãîì

∆ = 0.26 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âõîäíûì ñèãíàëîì ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîå ñòóïåí÷àòîå

âîçäåéñòâèå. Òîãäà èç (18) ñëåäóåò, ÷òî â ïðîãðàììå (19) íóæíî ïîëîæèòü

âñå Aii è Aij = 1.

Ïðîãðàììà òåïåðü âûãëÿäèò òàê

Ðåçóëüòàòû â âèäå òàáëèö è ãðàôèêà ïðèâåäåíû íèæå. Çäåñü æå ïðèâåäåí

ãðàôèê ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû (11), êîòîðàÿ â äàííîì

ñëó÷àå äàåò h(t) = e−t . Ðåøåíèå h, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíûõ

ôîðìóë, áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ðåøåíèÿ h èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12). Â

ýòîé ñâÿçè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ðåøåíèå h ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (16) íàçûâàåòñÿ

êàðêàñîì ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12). Èñïîëüçóÿ

ôîðìóëó ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

ε[(i− 1

2
)∆] = h[(i− 1

2
)∆]− h̃[(i− 1

2
)∆] (21)

ãäå h[(i − 1
2)∆] �çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â óçëàõ

êâàäðàòóðû è h[(i−1
2∆)]� ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ êàðêàñà ïðèáëèæ¼ííûõ

ðåøåíèé.

Ìåòîä ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12), îñíîâàííûé íà ôîðìóëå

ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ïðè i → +∞,

∆→ 0.
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max|ε[(i− 1

2
)∆]| = 0. (22)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ñî ñêîðîñòüþ ïîðÿäêà

∆2, ò.å.

max|ε[(i− 1

2
)∆]| = O(∆2). (22)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè àíàëîãè÷íûõ îïðåäåëåíèé, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ

ôîðìóë ëåâûõ è ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ êàðêàñû ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

ñõîäÿòñÿ ñî ñêîðîñòü ïîðÿäêà ∆.

Íå ñìîòðÿ íà èõ ïðîñòîòó, ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè

êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12) -

ïðèìå÷àíèå áîëåå òî÷íûõ ôîðìóë ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàñõîäÿùèìñÿ ðåçóëüòàòàì.

Ðàññìîòðåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ïðàêòè÷åñêè ðàáîòîñïîñîáåí

ïðè ìàëûõ óðîâíÿõ âîçìóùåíèé èñõîäíûõ äàííûõ. Çíà÷èòåëüíî ìåíåå ÷óâñòâèòåëåí

ê óðîâíþ ïîìåõ äðóãîé ìåòîä èäåíòèôèêàöèè, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè

ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ïóñòü èçìåðåíèÿ âõîäíîãî è âûõîäíîãî ñèãíàëà ñèñòåìû ïðîèçâîäÿòñÿ

äèñêðåòíî ñ øàãîì ∆, ò.å. íà îòðåçêå [0;T] ââåäåíà ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà óçëîâ

ti = ∆i, i = 1, N,∆ = T
N . Ìîäåëü èäåíòèôèöèðóåìîé ñèñòåìû áóäåì èñêàòü

ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî îíà îáëàäàåò êîíå÷íîé ïàìÿòüþ äëèíû p â òîì ñìûñëå, ÷òî h̃[j∆] = 0

ïðè j > p. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìîäåëè èìååì

Ỹ [i∆] = ∆
i∑

j=1

h̃[j∆]u[(i− j)∆], i = 1, N (24)

Çàïèøåì óðàâíåíèå ìîäåëè â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå:
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Ỹ = ∆ÃH̃ (25)

ãäå îáîçíà÷åíî

Ỹ T = (ỹ[∆], ỹ[2∆], . . . , ỹ[N∆])

H̃T = (h̃[∆], h̃[2∆], . . . , h̃[p∆], 0, . . . , 0),

A =



u[0] 0 . . . 0

u[∆] u[0] . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

u[(p− 1)∆] u[(p− 2))∆] . . . u[∆
2 ]

u[p∆] u[(p− 1))∆] . . . u[∆]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

u[(N − 1)∆] u[(N − 2)∆] . . . u[(N − p)∆]


Èñïîëüçóÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ðåøåíèå H̃ áóäåì èñêàòü ïóò¼ì

ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà

Q = (Y − Ỹ )T (Y − Ỹ ) = (Y −∆ÃH̃)T (Y −∆ÃH̃) (25)

Äèôôåðåíöèèðóÿ ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà H̃ è èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìîå

óñëîâèå ìèíèìóìà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ íîðìàëüíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ðàçìåðíîñòè p:

∆ÃT ÃH̃ = ÃTY. (26)

Ìàòðèöà ÃT Ã � ñèììåòðè÷íî è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ. Åñëè

ðàíã ìàòðèöû Ã ðàâåí p (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû u[0] 6= 0 ), òî
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ìàòðèöà ÃT Ã ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è óðàâíåíèå(26) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé:

H̃ =
1

∆
(ÃT Ã)−1ÃTY, (27)

êîòîðîå è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå. Ðåøåíèå ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü íå íàõîäÿ îáðàòíîé ìàòðèöû, à

ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (26), íàïðèìåð, ìåòîäîì Ãàóññà. Â ñèñòåìå Math-

cad ýòî òðåáóåò âûïîëíåíèÿ òðåõ êîìàíä:

P := augment(∆ÃT ÃH̃, ÃTY );

R := rref(P ) è H̃ := R<>.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ.

Ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà çàäàíà ïðè ïîìîùè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé

ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû, òî îïòèìàëüíûì ìåòîäîì å¼ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

ìåòîä êâàäðàòíîãî êîðíÿ - ñõåìà Õîëåöêîãî. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ âñòðîåííàÿ

êîìàíäà L := cholesky(A) äàþùåå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû À â ôîðìå

A = L · LT , ãäå L � íèæíÿÿ, à LT � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöû.

Óðàâíåíèÿ Ax = b çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå L · LTx = b, îòêóäà ïîëó÷àåì

äâå ñèñòåìû ñ òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè LTx = y, Ly = b.

Ìåòîä Õîëåöêîãî â äâà ðàçà áûñòðåå ìåòîäà Ãàóññà, ÷òî âàæíî ïðè

áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ.

Ìåòîä Õîëåöêîãî.

1. Ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî L · LT = A.

L := cholesky(A)
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Ïðîâåðêà:

2. Ðåøåíèå ÑËÀÓ ñ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé.

Ïðîâåðêà:
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3. Ðåøåíèå ÑËÀÓ ñ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé

Ïðîâåðêà:



� 43 �



� 44 �

Ãëàâà 3.Ìåòîä ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé.

�1.Îïèñàíèÿ ñèñòåì ¾âõîä�íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå�âûõîä¿ .

Öåíòðàëüíûì ïîíÿòèåì òåîðèè ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè.Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíèå àïïàðàòà

ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà

è Ôóðüå, ò.å. ïåðåõîä ê ôóíêöèÿì êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Òàêîé ïåðåõîä

ïîçâîëÿåò çàìåíèòü èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà àëãåáðàè÷åñêîå,

÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Àëüòåðíàòèâîé ê ýòîé êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííîé íà

àïïàðàòå ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé.

Öåíòðàëüíûì ïîíÿòèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Â

êà÷åñòâå ìîäåëåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ è îñíîâíûì ïðèìåíÿåìûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì ÿâëÿåòñÿ

àïïàðàò òåîðèè ìàòðèö.

Ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ ïîäõîäàìè â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, êëàññè÷åñêèì è

ìåòîäîì ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé � ýòî ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ ñïîñîáàìè

îïèñàíèÿ ñèñòåì.

Ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå ñèñòåìà çàäàåòñÿ îïèñàíèåì ¾âõîä-âûõîä¿,

õàðàêòåðèçóþùèì òîëüêî ñâÿçü ìåæäó âîçäåéñòâèÿìè íà ñèñòåìó è å¼ ðåàêöèÿìè.

Â ìåòîäå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ïîìèìî èíôîðìàöèè î ñâÿçÿõ ¾âõîä-

âûõîä¿, ðåàëèçóåìûõ ñèñòåìîé, èñïîëüçóåòñÿ òàêæå èíôîðìàöèÿ î äèíàìèêå

èçìåíåíèÿ å¼ âíóòðåííèõ ñîñòîÿíèé ïîä äåéñòâèåì âõîäíûõ ñèãíàëîâ. Îïèñàíèå

ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â

ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.

Ïåðåõîä îò îïèñàíèé òèïà ¾âõîä-âûõîä¿ ê îïèñàíèÿì â ïðîñòðàíñòâå
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ñîñòîÿíèé ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ýòàï ôîðìàëèçàöèè çíàíèé î âíóòðåííèõ

çàêîíàõ, îïðåäåëÿþùèõ ïîâåäåíèå ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ýòîò ïåðåõîä, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äàíà àáñòðàêòíàÿ ñèñòåìà

Σ, çàäàííàÿ îïèñàíèåì ¾âõîä-âûõîä¿, ò.å. ¾øåñòåðêîé¿

Σ = 〈T,U,Y,Ω,Γ, S〉 .

Ïóñòü T=R , ò.å. ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

Îòíîøåíèå ñå÷åíèÿ Pσ, σ ∈ R ââåäåì êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå

ôóíêöèè U , îïðåäåë¼ííîé äëÿ t ∈ R å¼ îãðàíè÷åíèå U(−∞,σ), îïðåäåë¼ííîå

äëÿ t ∈ (−∞, σ].

Àáñòðàêòíàÿ ñèñòåìà Σ íàçûâàåòñÿ íåóïðåæäàþùåé, åñëè ∀σ ∈ R

Pσ ∗ S = Pσ ∗ S ∗ Pσ.

Ðåàêöèÿ íåóïðåæäàþùåé ñèñòåìû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè íå çàâèñèò

îò áóäóùèõ çíà÷åíèé âõîäíîãî ñèãíàëà.

Îïåðàòîð

y (t) =

∞∫
−∞

h (t− τ)u (τ) dτ (1.1)

çàäàåò íåóïðåæäàþùóþ ñèñòåìó, åñëè åãî ÿäðî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ïðè÷èííîñòè h (t− τ) = 0 ∀ τ > t.

Íåóïðåæäàþùàÿ ñèñòåìà ðåàëèçóåò ñâÿçü ìåæäó âîçäåéñòâèÿìè è ðåàêöèÿìè,

ñóùåñòâóþùóþ â ôèçè÷åñêîì ìèðå: ðåàêöèÿ ñèñòåìû íå ìîæåò ïðåäøåñòâîâàòü

âîçäåéñòâèþ íà íå¼.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èíòåãðàëüíîé ìîäåëè âî âðåìåííîé

îáëàñòè ìîæíî ñîïîñòàâèòü àëãåáðàè÷åñêóþ ìîäåëü â ÷àñòîòíîé îáëàñòè

Y (jω) = H (jω)U(jω) (1.2)
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Äëÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè

H (jω) =

m∑
i=0

bi (jω)i

n∑
i=0

ai(jω)i
, m < n (1.3)

óðàâíåíèå ñèñòåìû âî âðåìåííîé îáëàñòè ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàíî â

ôîðìå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

n∑
i=0

aiy
(i) (t) =

m∑
i=0

biu
(i) (t) . (1.4)

Ðàññìîòðåííûå òðè òèïà ìîäåëåé çàäàþò îïèñàíèÿ òèïà ¾âõîä � âûõîä¿

âî âðåìåííîé è ÷àñòîòíîé îáëàñòÿõ è ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè âèäàìè ìîäåëåé

êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ.

Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå â îïðåäåëåíèè àáñòðàêòíîé ñèñòåìû áèíàðíîãî

îòíîøåíèÿ S ⊂ Ω∗Γ íå ïðåäïîëàãàåò â îáùåì ñëó÷àå îäíîçíà÷íîé, ôóíêöèîíàëüíîé

ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ âõîäíûõ è âûõîäíûì ñèãíàëîâ Ω è Γ.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îçíà÷àåò, ÷òî â óñëîâèÿõ îäíîãî è òîãî æå ýêñïåðèìåíòà

¾÷åðíûé ÿùèê¿ ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïî-ðàçíîìó ðåàãèðîâàòü íà îäèí è

òîò æå âõîäíîé ñèãíàë. Â ÷àñòíîñòè, ðåàêöèÿ àáñòðàêòíîé ñèñòåìû, âíåøíåå

îïèñàíèå êîòîðîé çàäà¼òñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (1.4), íà ñèãíàë,

ïîñòóïàþùèé íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî ìîìåíòà âðåìåíè, çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî îäíîçíà÷íàÿ ñâÿçü âîçäåéñòâèé

è ðåàêöèé äëÿ ýòîé ñèñòåìû íå èìååò ìåñòà è îíà íå ýêâèâàëåíòíà â îáùåì

ñëó÷àå ìîäåëÿì (1.2) è (1.3).

Áóäåì òðàêòîâàòü ýòî ñâîéñòâî ìîäåëè (1.4) êàê òî, ÷òî ê ìîìåíòó íà÷àëà

ýêñïåðèìåíòà ¾÷¼ðíûé ÿùèê¿ ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ðàçíûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàäàíèþ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ. Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
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Ïóñòü äàíà íåóïðåæäàþùàÿ àáñòðàêòíàÿ âðåìåííàÿ ñèñòåìàΣ = 〈T,U,Y,Ω,Γ, S〉,

ïðè÷åì ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè T èìååò êîíå÷íûé íàèìåíüøèé ýëåìåíò

t0. Ïóñòü äàëåå ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ìíîæåñòâîX t0, íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì

íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ

x(t0) â ìîìåíò âðåìåíè t0, à òàêæå ôóíêöèÿ

f : X t0 × Ω→ Γ, ò.å. îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ

y = f(x (t0) , u), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1. ñîãëàñîâàííîñòè, ò.å. ∀u ∈ Ω

Uf (x (t0) , u) = S(u);x (t0) ∈ xt0;

2. íåóïðåæäàåìîñòè, ò.å. ∀x (t0) ∈ xt0, ∀u ∈ Ω, ∀σ ∈ T

Pσ ∗ f (x (t0) , u) = Pσ ∗ f (x (t0) , Pσu) .

Òîãäà àáñòðàêòíàÿ ñèñòåìà
∑

íàçûâàåòñÿ ïðè÷èííîé è çàäàåòñÿ ¾ñåìåðêîé¿

Σ = 〈T,U,Y,Ω,Γ,X t0, f〉 .

Ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ f : xt0 ∗ Ω → Γ íàçûâàåòñÿ îïèñàíèåì ñèñòåìû

¾âõîä � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå � âûõîä¿ è çàäàåòñÿ òåðíàðíûì (òðåõìåñòíûì)

îòíîøåíèåì

S ⊂ X t0 × Ω× Γ.

Ïàðàìåòð íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x(t0) õàðàêòåðèçóåò âñþ ¾ïðåäûñòîðèþ¿

ñèñòåìû âïëîòü äî ìîìåíòà âðåìåíè t0 è ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî ïðåäñêàçàòü

ðåàêöèþ ñèñòåìû íà çàäàííîå âîçäåéñòâèå. Ïðè ýòîì âñëåäñòâèå ñâîéñòâà

íåóïðåæäàåìîñòè ýòà ðåàêöèÿ â ëþáîé òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ t0

íå çàâèñèò îò áóäóùèõ çíà÷åíèé âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó. Òàêèì îáðàçîì
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îïèñàíèå ¾âõîä � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå � âûõîä¿ ñîõðàíÿåò ñâÿçü ïðè÷èíû

è ñëåäñòâèÿ ôèçè÷åñêîãî ìèðà.

Åñëè àáñòðàêòíàÿ ñèñòåìàΣ èìååò â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ìíîæåñòâî

íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé X t0, òî äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè t > t0, åñëè

ïðèíÿòü åãî çà íà÷àëüíûé, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé

X t. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ýòè ìíîæåñòâà ðàâíû è îáîçíà÷èì èõ

÷åðåç X, ò.å. X = xt ∀t ∈ T .

Íóëè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâX,Ω,Γ áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîéΘ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì

èíäåêñîì âíèçó, ò.å. ΘX ,ΘΩ,ΘΓ. Åñëè ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ

íåóïðåæäàþùåé, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî å¼ ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé

ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé íóëåâîé ýëåìåíòΘX äëÿ çàäàííîãî t0, ò.å. ôóíêöèîíàëüíàÿ

íåóïðåæäàþùàÿ ñèñòåìà � ïðè÷èííàÿ. Åñëè ìíîæåñòâî âõîäíûõ ñèãíàëîâ

Ω ïðè÷èííîé ñèñòåìû Σ ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé íóëåâîé ýëåìåíò ΘΩ, òî

ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé. Ñâîáîäíàÿ ñèñòåìà � ýòî òàêàÿ ñèñòåìà, íà

êîòîðóþ íå äåéñòâóåò âõîäíîé ñèãíàë.

Ïðè÷èííàÿ ñèñòåìàΣ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1. Å¼ îïèñàíèå ¾âõîä � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå � âûõîä¿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì

àääèòèâíîñòè, ò.å. ∀x (t0) ∈ X, ∀u ∈ Ω

f (x (t0) , u) = f (x (t0) ,ΘΩ) + f(ΘX, u)

2. Îïåðàòîð f (x (t0) ,ΘΩ), çàäàþùèé ñâîáîäíóþ ñèñòåìó, ëèíååí ïî x (t0),

à îïåðàòîð f(ΘX, u), çàäàþùèé ôóíêöèîíàëüíóþ ñèñòåìó, ëèíååí ïî u.

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ óñëîâèé íàðóøàåòñÿ, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ

íåëèíåéíîé.

Èç ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êîíêðåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
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ëèíåéíûõ ñèñòåì îïèñàíèÿìè ¾âõîä � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå � âûõîä¿ íóæíî

èìåòü ñîîòâåòñòâóþùèå îïèñàíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ñâîáîäíîé ñèñòåìû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî X = Rn è ìíîæåñòâî âûõîäíûõ ñèãíàëîâ Ω ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C. Òîãäà îïèñàíèå ¾ñîñòîÿíèå � âûõîä¿ ñâîáîäíîé

ñèñòåìû áóäåò çàäàâàòüñÿ ôóíêöèåé f : Rn → C. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì

çíà÷åíèè t ∈ T , ýòà ôóíêöèÿ äåéñòâóåò èç Rn → R, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì,

ïîñêîëüêó èç òîãî, ÷òî Ω = C ñëåäóåò, ÷òî Y=R. Ïîýòîìó çäåñü ìîæíî

èñïîëüçîâàòü îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ

â êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è ñðàçó çàïèñàòü òðåáóåìîå

ïðåäñòàâëåíèå

f (x (t0) ,ΘΩ) =
n∑
k=1

γk (t, t0)xk(t0). (1.5)

Çäåñü xk(t0) � êîîðäèíàòû âåêòîðà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè

t0, à γk (t, t0) � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè. Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ îíè

çàâèñÿò îò ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ t−t0, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëîæèòü

t0 = 0, ò.å. çàïèñàòü (1.5) â ñëåäóþùåé ôîðìå

f (x (t0) ,ΘΩ) =
n∑
k=1

γk (t)xk(0). (1.6)

Åñëè ñèñòåìà ôóíêöèé {γk (t)} ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ, òî îíà íàçûâàåòñÿ

áàçèñíîé. Áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ γk (t) ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò ðåàêöèþ ñâîáîäíîé

ëèíåéíîé ñèñòåìû íà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñî âñåìè íóëåâûìè êîîðäèíàòàìè

êðîìå k -îé. Ó ëèíåéíîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî áàçèñîâ,

ïðèâîäèìûõ äðóã ê äðóãó íåâûðîæäåííûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé èñõîäÿ èç îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
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óðàâíåíèÿ

n∑
i=0

aiy
(i) (t) = 0. (1.7)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

y(n−1) (0) , . . . , y(0), èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà.

Ñîãëàñíî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

f (i) (t) = siF (s)− si−1f (0)− · · · − f (i−1)(0).

Îòñþäà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì

n∑
i=0

ais
iY (s) =

(
ans

n−1 + · · ·+ a1

)
y (0) +

(
ans

n−2 + · · ·+ a2

)
y(1) (0) + (12)

+ · · ·+ (an + an−1) y
(n−2) (0) + any

(n−1)(0) (1.8)

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç L (s) =
n∑
i=0

ais
i � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì äëÿ óðàâíåíèÿ

(1.7), ïîëó÷èì

Y (s) =
n∑
k=1

ans
n−k + · · ·+ ak
L (s)

y(k−1)(0). (1.9)

Èç ñðàâíåíèÿ ôîðìóë (1.8) è (1.6) è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

x (0) = (y (0) , . . . , y(n−1) (0))
T
è

γk (t) =
ans

n−k + · · ·+ ak
L (s)

, k = 1, . . . , n. (1.10)

Äëÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (1.7) íà÷àëüíîå

ñîñòîÿíèå è áàçèñíûé ôóíêöèè ìîæíî ââåñòè è èíà÷å. Ñãðóïïèðîâàâ âñå

ñëàãàåìûå ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ s, ïîëó÷àåì
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Y (s) =
1

L(s)

{
Sn−1any (0) + Sn−2

(
any

(1) (0) + an−1y (0)
)

+ · · ·+

+
(
any

(n−1) (0) + · · ·+ a1y (0)
)}

. (1.11)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

x (0) = (any (0) , any
(1) (0) + an−1y (0) , . . . , any

(n−1) (0) + · · ·+ a1y (0))
T

è íîâûå áàçèñíûå ôóíêöèè çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

γk (t) :=
sn−k

L(s)
, k = 1, . . . , n. (1.12)

Ñâÿçü íîâûõ êîîðäèíàò ñîñòîÿíèÿ ñî ñòàðûìè, ò.å. ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

íà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x1(0)

x2(0)

. . .

xn(0)


=



an 0 0 . . . 0

an−1 an 0 . . . 0

. . . . .

a1 a2 a3 . . . an





y(0)

y(1)(0)

. . .

y(n−1)(0)


.

Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ è ÿâëÿåòñÿ

íåâûðîæäåííîé ïðè an 6= 0, ò.å. íîâîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå îäíîçíà÷íî

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(1.7). Òàêèì îáðàçîì, âûáèðàÿ ïî-ðàçíîìó êîîðäèíàòû íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ,

ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçíûå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè è ðàçíûå ôîðìóëû äëÿ

îïèñàíèÿ ñâîáîäíîé ñèñòåìû. Âûáîð êîíêðåòíîé ôîðìû îïðåäåëÿåòñÿ óäîáñòâîì

èññëåäîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîìó

äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.
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n∑
i=0

aiy
(i) (t) = u(t). (1.13)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, íàõîäèì

ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

Y (s) = H (s)U(s),

ãäåH (s)� ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå î ñâ¼ðòêå ýòî óðàâíåíèå

ìîæåò áûòü çàïèñàíî âî âðåìåííîé îáëàñòè â âèäå èíòåãðàëà

y (t) =
t∫

0

h (t− τ)u (τ) dτ ,

ãäå h (t− τ) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî � ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèîíàëüíîé

ñèñòåìû. Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè è ôîðìóëû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

ñâîáîäíîé è ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì òàêîå îïèñàíèå

¾âõîä � ñîñòîÿíèå � âûõîä¿ äëÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèåì (1.13) ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

y (t) =
n∑
k=1

γk (t)xk (0) +
t∫

0

h (t− τ)u (τ) dτ .

Ýòî óðàâíåíèå çàäà¼ò è îáùóþ ôîðìóëó äëÿ îïèñàíèé ¾âõîä � íà÷àëüíîå

ñîñòîÿíèå � âûõîä¿ äëÿ ñèñòåì, çàäàâàåìûõ ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè

óðàâíåíèÿìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

n∑
i=0

aiy
(i) (t) =

m∑
i=0

biu
(i) (t) .

Ïóñòü îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïåðåäàòî÷íîé

ôóíêöèè êîëåáàòåëüíîãî çâåíà

H (s) =
1

T 2s2 + 2Ts+ 1
, (1.14)

ò.å.
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T 2y(2) (t) + 2ζTy(1) (t) + y (t) = 0. (1.15)

Ôîðìóëû (1.10) äëÿ k = 1, 2 äàþò

γ1(t):=
T 2s+ 2ζT

T 2s2 + 2ζTs+ 1

γ2(t):=
T 2

T 2s2 + 2ζTs+ 1
(1.16)

ïðè x (0) = (y (0) , y(1) (0))
T
. Íà Ðèñ. 1.1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè êîîðäèíàòíûõ

ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ â Mathcad ïî ôîðìóëàì (1.16). Íà Ðèñ. 1.2 ïðèâåäåíû

ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 1.15, íàéäåííûõ ïî ôîðìóëå

y (t) :=γ1 (t) y (0) + γ2 (t) y(1) (0) (1.17)

äëÿ ñëó÷àåâ x1 (0) = (1, 1)T , x2 (0) = (0, 1)T x3 (0) = (1, 0)T T = 1, ζ =

0.25.

Ðèñ. 1.1. Êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ëèíåéíîé ñèñòåìû.
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Ðèñ. 1.2. Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ëèíåéíîé ñèñòåìå.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ïðèìåíåíèå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé,

îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè (1.12), ò.å.

γ1(t):=
s

T 2s2 + 2ζTs+ 1
,

γ2(t):=
1

T 2s2 + 2ζTs+ 1
.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 1.3.

Ðèñ. 1.3. Êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ëèíåéíîé ñèñòåìû.
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Ïðè x (0) = (T 2y (0) , T 2y(1) (0) + 2ζTy (0)) è òðåõ ñëó÷àÿõ íà÷àëüíûõ

óñëîâèé: 1) y (0) = 1, y(1) (0) = 1; 2) y (0) = 0, y(1) (0) = 1; 3) y (0) =

1, y(1) (0) = 0,

ïî ôîðìóëå (1.17) ïîëó÷àåì òå æå ñàìûå ðåçóëüòàòû, êàê è â ïðåäûäóùåì

ïðèìåðå ïðè äðóãèõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèÿõ.

Ðèñ. 1.4.Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ëèíåéíîé ñèñòåìå.

×èñëåííûå ðåøåíèÿ (áëîêGiven/Odesolve) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(3.25), ïîëó÷åííûå â Mathcad äëÿ âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðèâåäåíû

íà Ðèñ.3.5. Î÷åâèäíî, îíè ñîâïàäàþò ñ ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè âûøå

÷åðåç êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè.
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Ðèñ. 1.5. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì êîëåáàòåëüíîå çâåíî ïðè íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

x (0) = (1, 1)T è ëèíåéíî íàðàñòàþùåì âîçäåéñòâèè, ò.å. ïðè u (t) = t.

Âûáåðåì êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè (1.10). Ñ ó÷åòîì èçîáðàæåíèÿ ëèíåéíî

íàðàñòàþùåãî âîçäåéñòâèÿ 1/s2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

â Mathcad.

T 2s+ 2ζT

T 2s2 + 2ζTs+ 1
,

T 2

T 2s2 + 2ζTs+ 1
,

1

T 2s2 + 2ζTs+ 1

1

s2
.

Ïîëàãàÿ çäåñü T = 1, ζ = 0.5 ïîëó÷àåì ðåøåíèå, ïîêàçàííîå íà ãðàôèêå.
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Ðèñ.1.6.Ðåàêöèÿ íà ëèíåéíîå íàðàñòàþùåå âîçäåéñòâèå.

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ðåàêöèè è íà äðóãèå òèïîâûå âîçäåéñòâèÿ ïðè

çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.
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�2. Ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ñòðóêòóðíûå ñõåìû.

Ðàññìîòðèì ïðè÷èííóþ ñèñòåìó, çàäàâàåìóþ ¾ñåìåðêîé¿

Σ = 〈T,U,Y,Ω,Γ,xt0, t〉

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ñóùåñòâîâàíèå íà÷àëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî íà÷àëüíîå

ñîñòîÿíèå ñóùåñòâóåò è â ëþáîé äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ t0. Ñîîòâåòñòâóþùèå

ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç X t, ïðè÷åì ∀t ∈ T,

xt = x Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, à

ïàðàìåòð x (t) ∈ X- ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t ∈ T.

Äèíàìè÷åñêèå èçìåíåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå âíóòðè ÷¼ðíîãî ÿùèêà ïîä äåéñòâèåì

âõîäíîãî ñèãíàëà ìîæíî òðàêòîâàòü êàê åãî ïåðåõîä èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ

â äðóãîå. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ïåðåõîäîâ ââîäèòñÿ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ

ñîñòîÿíèÿ ϕ : T × T ×X ×Ω→ X , îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ñîãëàñîâàííîñòè, ò.å. ∀t ∈ T,∀x (t0) ∈ X, ∀u ∈ Ω

lim
t→t0+0

ϕ(t, t0, x (t0) , u[t0,t]) = x(t0);

2. íåóïðåæäàåìîñòè, ò.å. ∀u, ũ ∈ Ω,∀x (t0) ∈ X è ∀t ∈ T

èç u[t0,t] = ũ[t0,t] =⇒ ϕ(t, t0, x (t0) , u[t0,t]) = ϕ(t, t0, x (t0) , ũ[t0,t]);

3. êîìïîçèöèè, ò.å. ∀t1 < t2 < t3,∀x (t1) ∈ X, ∀u ∈ Ω

ϕ
(
t3, t1, x (t1) , u[t1,t3]

)
= ϕ

(
t3, t2, ϕ

(
t2, t1, x (t1) , u[t1,t2]

)
u[t2,t3]

)
.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñâÿçè ñîñòîÿíèÿ ïðè÷èííîé ñèñòåìû è å¼ âûõîäíîãî ñèãíàëà

â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñ ó÷¼òîì äåéñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ âõîäíîãî ñèãíàëà

â òîò æå ñàìûé ìîìåíò âðåìåíè ââîäèòñÿ âûõîäíàÿ ôóíêöèÿ

η : T ×X × U → Y.
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Îñíîâíîå îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû òåïåðü ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, îïðåäåë¼ííîé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, íàçûâàåòñÿ

¾âîñüì¼ðêà¿

Σ = 〈T, U, Y,Ω,Γ, X, ϕ, η〉 ,

ãäå T � ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè, U è Y � ìíîæåñòâà çíà÷åíèé âõîäíûõ

è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ, Ω è Γ � ìíîæåñòâà âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ,

X � ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé, ϕ � ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ è η � âûõîäíàÿ

ôóíêöèÿ. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà U = Rm, Y =

Rl, X = Rn,m, l, n. � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Ðàçìåðíîñòü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ å¼ ïðîñòðàíñòâà

ñîñòîÿíèéX, ò.å. Rn. Òðîéêà (X,ϕ, η) íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì

èëè äèíàìè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé ñèñòåìû.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé, åñëè

å¼ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì x (t0) =

x0. Óðàâíåíèÿ îáûêíîâåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå

ñîñòîÿíèé âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ẋ (t) = Φ (x (t) , u (t) , t) ,

y (t) = η (x (t) , u (t) , t) .

Ïåðâîå óðàâíåíèå â ýòîé ñèñòåìå çàäàåò â íåÿâíîì âèäå ïåðåõîäíóþ

ôóíêöèþ ϕ, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Îáûêíîâåííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé, åñëè

ôóíêöèè Φ è η íå çàâèñÿò ÿâíî îò àðãóìåíòà t íå çàâèñÿò, ò.å. åñëè
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ẋ(t) = Φ(x(t), u(t)),

y(t) = η(x(t), u(t)).

Îáûêíîâåííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè

å¼ óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ëèíåéíû è íåëèíåéíû â ïðîòèâíîì

ñëó÷àåì.

Âûâåäåì óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Èñïîëüçóÿ

ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåì:

ẋ(t) = Φ(x(t), u(t), t) = Φ(x(t),ΘU , t) + Φ(Θx, u(t), t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

y(t) = η(x(t), u(t), t) = η(x(t),ΘU , t) + η(ΘU , u(t), t) = C(t)x(t) +D(t)u(t).

çäåñü A(t), B(t), C(t), D(t) � ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé.

ÌàòðèöàA(t), ñèñòåìíàÿ ìàòðèöà � êâàäðàòíàÿ è å¼ ðàçìåðíîñòü îïðåäåëÿåò

ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé ñèñòåìû.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé îáûêíîâåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé

ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé òàêîâû:

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t).

Îáû÷íî óðàâíåíèå âûõîäà, âûõîäíàÿ ôóíêöèÿ, íå ñîäåðæèò u(t), ò.å.

óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé èìåþò âèä:

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

y(t) = C(t)x(t).
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Â ýòîì ñëó÷àå èçìåíåíèÿ âõîäíîãî ñèãíàëà ìãíîâåííî íà âûõîä íå ïåðåäàþòñÿ.

Ýòî � èíåðöèîííûå, ãëàäêèå ñèñòåìû è îíè çàäàþò îñíîâíîé âèä ìîäåëåé,

îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â ðåàëüíûõ îáúåêòàõ. Äëÿ ñëó÷àÿ

ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

ẋ (t) = Ax (t) +Bu (t) ,

y (t) = Cx (t) +Du (t) .

Çäåñü A, B, C, D � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû.

Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì îáû÷íî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé

çàïèñûâàþòñÿ òàê:

ẋ (t) = Ax (t) +Bu (t) ,

y (t) = Cx (t) .

Äëÿ ñèñòåì ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì, ò.å. êîãäà u (t) ∈ R1, y (t) ∈

R1 óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

ẋ (t) = Ax (t) + bu (t) ,

y (t) = cx (t) + du (t) ,

ãäå b � âåêòîð-ñòîëáåö, c � âåêòîð-ñòðîêà è d � ñêàëÿð.

Äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåì ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì ïðè d = 0 óðàâíåíèÿ

èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

ẋ (t) = Ax (t) + bu (t) ,

y (t) = cx (t) ,

ãäå c� âåêòîð-ñòðîêà. Ýòî îñíîâíîé âèä óðàâíåíèé, êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ

â äàëüíåéøåì.

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ìîãóò áûòü ïî-ðàçíîìó ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì,

îáðàçóÿ ñèñòåìû ñëîæíîé ñòðóêòóðû. Òðè òèïà ñîåäèíåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì
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òàêèå æå êàê è ñîåäèíåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì, çàäàííûõ ïåðåäàòî÷íûìè

ôóíêöèÿìè: ïàðàëëåëüíîå, ïîñëåäîâàòåëüíîå è ñîåäèíåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ.

Óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì (2.1) ìîãóò

áûòü ïðåäñòàâëåíû ñòðóêòóðíîé ñõåìîé, ïðèâåä¼ííîé íà (Ðèñ. 2.1), ãäå

æèðíîé ëèíèåé îáîçíà÷àþòñÿ øèííûå ïðîâîäíèêè äëÿ âåêòîðíûõ ñèãíàëîâ.

Ðèñ. 2.1. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà äèíàìè÷íîé ñèñòåìû.

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ äâóõ ãëàäêèõ

ñèñòåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðíóþ ñõåìó.

Ðèñ. 2.2. Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Óðàâíåíèÿ äëÿ ýòîé ñòðóêòóðíîé ñõåìû çàïèñûâàþòñÿ òàê:

ẋ1 = A1x1 + b1u, y1 = c1x1,

ẋ2 = A2x2 + b2u, y2 = c2x2,

y = y1 + y2

Ââåä¼ì íîâûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ x = (x1, x2)
T , òîãäà óðàâíåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî

ñîåäèíåíèÿ ñèñòåì â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ïîëó÷àòñÿ òàêèìè:
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 ẋ1

ẋ2

 =

 A1 0

0 A2


 x1

x2

+

 b1

b2

u,

y =

(
c1 c2

)  x1

x2

 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòðóêòóðíóþ ñõåìó ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ

äâóõ ëèíåéíûõ ñèñòåì Ðèñ. 2.3.

Ðèñ. 2.3. Ïîñëåäîâàòëüíûå ñîåäèíåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé çàïèñûâàþòñÿ òåïåðü òàê:

ẋ1 = A1x1 + b1u1, y1 = c1x1, u1 = y2,

ẋ2 = A2x2 + b2u2, y2 = c2x2, u2 = u,

y = y1.

Ïîñëå ââåäåíèÿ íîâîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x = (x1, x2)
T ïîëó÷àåì òàêèå

óðàâíåíèÿ:  ẋ1

ẋ2

 =

 A1 b1c2

0 A2


 x1

x2

+

 0

b2

u, (2.3)

y =

(
c1 0

)  x1

x2

 .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñîåäèíåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ

Ðèñ. 2.4.
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Ðèñ. 2.4. Ñîåäèíåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ.

Èç ñòðóêòóðíîé ñõåìû ñëåäóåò, ÷òî

ẋ1 = A1x1 + b1u1, y1 = c1x1, u1 = y2, y = y1,

ẋ2 = A2x2 + b2u2, y2 = c2x2, u2 = u− y1,

u1 = c2x2 è u2 = u − c1x1. Îòñþäà äëÿ íîâîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèé x =

(x1, x2)
T èìååì òàêèå óðàâíåíèÿ: ẋ1

ẋ2

 =

 A1 b1c2

−b2c1 A2


 x1

x2

+

 0

b2

u,

y =

(
c1 0

)  x1

x2

 . (2.4)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

A1 =

 −1 0

0 −2

 , b1 =

 1

1

 , c1 =

(
1 −1

)
è

A2 = −3, b2 = 1, c2 = 1.

Ðåàëèçàöèÿ â Mathcad ôîðìóë (2.2),(2.3) è (2.4) äëÿ òðåõ òèïîâ ñîåäèíåíèé

ýòèõ äâóõ ñèñòåì äàåò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ:



� 65 �

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ:

Äëÿ ñîåäèíåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ:

Ýòè ðåçóëüòàòû ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ñîåäèíåíèÿ ñèñòåì

âòîðîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ äàåò âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìó òðåòüåãî ïîðÿäêà

� ïîðÿäêè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñóììèðóþòñÿ.

Ðåøåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ

ñ ïîìîùüþ âñòðîåííîé êîìàíäû statespace(x0, 0, T,M,A,B, u), çäåñü M�

÷èñëî øàãîâ, îñòàëüíîé ñèíòàêñèñ î÷åâèäåí. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ � íóëåâûå,

âõîäíîé ñèãíàë � åäèíè÷íàÿ ñòóïåíüêà.

Ãðàôèêè ðåøåíèé âûâîäÿòñÿ òàê, êàê ïîêàçàíî Ðèñ. 2.5 � Ðèñ. 2.10.

Ðèñ. 2.5. Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû - ïàðàëëåëüíûå ñîåäèíåíèÿ.
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Ðèñ.2.6. Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû - ïîñëåäîâàòåëüíûå ñîåäèíåíèÿ.

Ðèñ. 2.7. Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû - ñîåäèíåíèå îáðàòíîé ñâÿçüþ.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè âûõîäíûõ ñèãíàëîâ � ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè

ñèñòåì ïðèâåäåíû íà (Ðèñ.3.14)�(Ðèñ. 3.15).
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Ðèñ.2.8. Ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà - ïàðàëëëåëüíîå ñîåäèíåíèå.

Ðèñ. 2.9. Ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà � ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå.

Ðèñ. 2.10. Ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà � ñîåäèíåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ.
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�3. Çàäà÷à î äèíàìè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ìåòîäà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à

î ïîñòðîåíèè äèíàìè÷åñêîé ðåàëèçàöèè. Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ ñèñòåìà,

çàäàííàÿ ñâîèì âíåøíèì îïèñàíèåì Σ = 〈T,U,Y,Ω,Γ, S〉. Òðåáóåòñÿ íàéòè

òðîéêó 〈x, ϕ, η〉 òàêóþ, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà Σ =

〈T,U,Y,Ω,Γ, x, ϕ, η〉 èìåëà çàäàííîå âíåøíåå îïèñàíèå.

Ðàññìîòðèì ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé

ñèñòåìû ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì:

ẋ (t) = Ax (t) + bu (t) ,

y (t) = cx (t) . (3.1)

Âíåøíåå îïèñàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì óðàâíåíèÿì çàäà¼òñÿ íåêîòîðîé

ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåéH(s). Íàéä¼ì ýòó ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ. Ïðèìåíÿÿ

ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ê ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì

sX (s) = AX (s) + bU (s) ,

X (s) = [sI − A]−1bU (s) ,

ò.å.

Y (s) = c[sI − A]−1bU (s) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èñêîìàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

H (s) = c[sI − A]−1b. (3.2)

Äëÿ c :=

(
1 0

)
, A :=

 0 1

0 0

 , b :=

 1

0

 â Mathcad çàïèñûâàåì
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Äëÿ c :=

(
1 −1 0

)
, A :=


−1 0 1

0 −2 1

0 0 −3

 , b :=


0

0

1

 ïîëó÷àåì

Óïðîùåíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ îñóùåñòâëÿåì ñ ïîìîùüþ êîìàíäû

factor, ÷òî äà¼ò

è êîìàíäû simplify, ÷òî äà¼ò îêîí÷àòåëüíûé îòâåò

Òàêèì îáðàçîì, åñëè òðîéêà 〈A, b, c〉 çàäàíà, òî ïî íåé ïåðåäàòî÷íàÿ

ôóíêöèÿ íàõîäèòñÿ îäíîçíà÷íî. Åñëè æå çàäàíà ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ è

ïî íåé íàäî íàéòè 〈A, b, c〉, òî åñòü ðåøèòü çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè äèíàìè÷åñêîé

ðåàëèçàöèè, òî èç (3.1) ñëåäóåò, ÷òî ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ïî-

ðàçíîìó ïðè ðàçíûõ òðîéêàõ 〈A, b, c〉.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿH(p) íå èìååò ñîêðàùàþùèõñÿ

ìíîæèòåëåé â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, ò.å. îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíîìó
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óðàâíåíèþ

y(n) (t) + an−1y
(n−1) (t) + . . . a0y (t) =

= bmu
(m) (t) + bm−1u

(m−1) (t) + · · ·+ b0u (t) , m < n. (3.3)

Îñíîâíàÿ èäåÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå ìåòîäà æîðäàíîâîé ôîðìû è ìåòîäà

ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé ðåøåíèÿ çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîé ðåàëèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ

â ïåðåõîäå îò äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè óðàâíåíèé

â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.

Ïóñòü äàíà ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà:

H (s) =
b0

s+ a0
,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y(1) (t) + a0y (t) = b0u (t) .

Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèé ñèñòåìû x(t) = y(t) çàïèñûâàåì ýòî óðàâíåíèå

â ñëåäóþùåì âèäå:

ẋ (t) = −a0x (t) + b0u (t) ,

y (t) = x (t) .

Ýòî � óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé äëÿ ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà,

ãäå A = −a0, b = b0 è c = 1.

Çàïèøåì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ (3.3) ïîðÿäêà n â ôîðìåH (s) = M(s)
N(s) , ãäåM(s) èN(s) � ïîëèíîìû

îò s ñòåïåíè m è n ñîîòâåòñòâåííî, m < n.

Ïóñòü ñíà÷àëà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì N(s) èìååò òîëüêî ïðîñòûå

êîðíè, ò.å. ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ H (s) = M(s)
N(s) èìååò òîëüêî ïðîñòûå

ïîëþñû S1, . . . , Sn. Çàïèøåì N (s) = (S1) . . . (s − Sn) è ïðåäñòàâèì H(s)
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â ñëåäóþùåé ôîðìå

H (s) =
c1

s− S1
+ · · ·+ cn

s− Sn
,

ãäå ci � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå äðîáè. Ýòè êîýôôèöèåíòû

ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå âû÷åòîâ

ci = (s− λi)
M (s)

N (s)

∣∣∣∣
s=λi

.

Òåïåðü ñòðóêòóðíóþ ñõåìó äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü

òàê, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.3.1.

Ðèñ. 3.1. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïðîñòûõ ïîëþñîâ.

Â êà÷åñòâå êîîðäèíàò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ âûáèðàåì çíà÷åíèÿ âûõîäíûõ

ñèãíàëîâ ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â êîìïëåêñíîé îáëàñòè óðàâíåíèÿ äëÿ

ââåä¼ííûõ êîîðäèíàò ñîñòîÿíèÿ çàïèñûâàþòñÿ òàê:

X1 (s) =
1

s− λ1
U (s) ,

. . .

Xn (s) =
1

s− λn
U (s) .

Ïåðåõîäÿ âî âðåìåííóþ îáëàñòü, ïîëó÷àåì:

Ẋ1(t) = λ1x(t) + u(t),

. . .

Ẋn(t) = λnx(t) + u(t)

Ïîýòîìó äëÿ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ïîëó÷àåì â ðàññìàòðèâàåìîì
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ñëó÷àå:

A =


λ1 · · · 0

... . . . ...

0 · · · λn

 , b =


1

...

1

 , c = (c1, . . . , cn) . (3.4)

Ðàññìîòðèì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ âòîðîãî ïîðÿäêà:

H (s) =
s+ 2

s2 + 4s+ 3

Íàõîäèì â Mathcad êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà: S1 = −1,

S2 = −3.

Ýòî äà¼ò ìàòðèöó A â ñëåäóþùåé ôîðìå:

Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå äðîáè äàåò òàêîé ðåçóëüòàò:

Îêîí÷àòåëüíî, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (3.4) äëÿ âåêòîðà b, ïîëó÷àåì

ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ:

ẋ1 (t) = −x1 (t) + u (t)

ẋ2 (t) = −3x2 (t) + u (t)

y (t) = 1/2x1 (t) + 1/2x2 (t)
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Íàõîäèì ïåðåõîäíóþ õàðàêòåðèñòèêó ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ýòèìè óðàâíåíèÿìè

ñ ïîìîùüþ êîìàíäû statespace ïðè u(t) = Φ(t). Ãðàôèêè êîîðäèíàò ñîñòîÿíèÿ

âõîäíîãî è âûõîäíîãî ñèãíàëà ïðèâåäåíû íà (Ðèñ. 3.2) è (Ðèñ. 3.3).

Ðèñ. 3.2. Êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ.

Ðèñ. 3.3. Âûõîäíîé ñèãíàë.

Ðàñ÷åò ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ò.å. ïî ôîðìóëàì

X1 (s) = 1
s+1U (s) X2 (s) = 1

s+2U (s) Y (s) = 1
2X1 (s)− 1

2X2 (s)

äàåò òàêèå æå ðåçóëüòàòû, ïîêàçàííûå íà Ðèñ. 3.4
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Ðèñ. 3.4. Êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ è âûõîäíîé ñèãíàë.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êðàòíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà. Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿ îäèí êîðåíü S1 êðàòíîñòè

k, ò.å. N (s) = (s− S1)
k(s − S2) . . . (s − Sn). Ðàçëîæåíèå H(s) íà ïðîñòûå

äðîáè äà¼ò:

H (s) =
c11

(s− λ1)
k

+
c12

(s− λ1)
k−1

+ · · ·+ c1k

s− λ1
+

+
c2

s− λ2
+

c3

s− λ3
+ · · ·+ cn

s− λn
, (3.5)

ãäå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëàì äëÿ âû÷åòîâ:

cij =
1

(j − 1)!

dj−1

dsj−1

(
(s− λ1)

kM (s)

N (s)

)
s=λ1

, j = 1, . . . , k

ci = (s− λi)
M (s)

N (s)

∣∣∣∣
s=Si

, i = 2, . . . , n. (3.6)

Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåíà íà Ðèñ. 3.5.
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Ðèñ. 3.5. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà äëÿ îäíîãî ïîëþñà.

Â êà÷åñòâå êîîðäèíàò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ âûáèðàåì çíà÷åíèÿ âûõîäíûõ

ñèãíàëîâ íà âûõîäå ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà òàê, êàê ïîêàçàíî íà ñòðóêòóðíîé

ñõåìå. Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ â êîìïëåêñíîé îáëàñòè çàïèñûâàþòñÿ òàê:

X1 (s) =
1

s− λ1
X2 (s) ,

. . .

Xk (s) =
1

s− λ1
U (s) ,

Xk+1 (s) =
1

s− λ2
U (s) ,

. . .

Xn+k−1 (s) =
1

s− λn
U (s) .

Âî âðåìåííîé îáëàñòè îòñþäà ïîëó÷àåì:

ẋ1 (t) = λ1x1 (t) + x2 (t) ,

. . .

ẋk (t) = λ1xk (t) + u (t) ,

ẋk+1 (t) = λ2xk+1 (t) + u (t) ,

. . .

ẋn+k−1 (t) = λnxn+k−1 (t) + u (t) .

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé íàõîäèì:
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c = (c11, . . . , c1k, c2, . . . , cn) .

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Æîðäàíîâîé êëåòêîé íàçûâàåòñÿ

âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè k × k ñëåäóþùåãî âèäà:

Jk (λ) =



λ 1 0

. . . .

. 1

0 λ


,

ïðè÷åì J1 (λ) = λ.

Æîðäàíîâîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà âèäà:

J =



Jn1 (λ)

Jn2 (λ)

. . .

Jnk (λ)


,

ãäå ïîðÿäêè ni êëåòîê ìîãóò ñîâïàäàòü è ÷èñëà Si � ñîáñòâåííûå ÷èñëà

ìàòðèöû J � íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû.

Íà îñíîâàíèè ñðàâíåíèÿ ôîðìóë äëÿ ìàòðèöû A ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,

÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ìåòîäå ìàòðèöà A ïîëó÷àåòñÿ â æîðäàíîâîé ôîðìå,

ïîýòîìó äàííûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì æîðäàíîâîé ôîðìû. Îòìåòèì,
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÷òî ïðè íàëè÷èè êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ìàòðèöà A ïîëó÷àåòñÿ êîìïëåêñíîé.

Ðàññìîòðèì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ

Â ýòîì ñëó÷àå S = 0 êðàòíîñòè 2 è äèíàìè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ â æîðäàíîâîé

ôîðìå çàïèñûâàåòñÿ ñðàçó:

÷òî âûòåêàåò èç ñòðóêòóðíîé ñõåìû íà Ðèñ.3.6

Ðèñ. 3.6.

Äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè

ðàçëîæåíèå (3.5) èìååò âèä

H (s) =
c11

(s+ 1)2 +
c12

s+ 1
+

c2

s+ 3
.

Ôîðìóëû (3.6) äàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ:

c11 =
s+ 2

s+ 3

∣∣∣∣
s=−1

=
1

2

c12 =
d

ds

(
s+ 2

s+ 3

)∣∣∣∣
s=−1

=
1

4

c2 =
s+ 2

(s+ 1)2

∣∣∣∣∣
s=−3

= −1

4

Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå äðîáè â Mathcad äàåò òàêîé æå ðåçóëüòàò
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Îêîí÷àòåëüíî, äèíàìè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ òàêîé:

A =


−1 1 0

0 −1 0

0 0 3

 , b =


0

1

1

 , c = (1/2, 1/4, −1/4).

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ áëîêà statespace ïðèâåäåíû íà

(Ðèñ.3.6) è (Ðèñ. 3.7) � äëÿ êîîðäèíàò ñèñòåìû è âûõîäíîãî ñèãíàëà ïðè

ðåàêöèè ñèñòåìû íà ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå.

Ðèñ. 3.7. Êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ.
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Ðèñ. 3.8. Ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà.

Äðóãîé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîé ðåàëèçàöèè � ìåòîä

ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé. Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè

H (s) =
b0

sn + an−1sn−1 + · · ·+ a0

Ïóñòü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà λ1, . . . , λn � äåéñòâèòåëüíûå.

Çàïèñûâàåì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ â òàêîì âèäå:

H (s) =
b0

(s− λ1) . . . (s− λn)

è ïðåäñòàâëÿåì å¼ ïîñëåäîâàòåëüíûì ñîåäèíåíèåì ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà

òàê, êàê ïîêàçàíî íà (Ðèñ. 3.9).

Ðèñ.3.9. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Ââîäÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ñõåìå, ïîëó÷àåì:

X1 (s) =
1

s− λ1
U (s) ,

X2 (s) =
1

s− λ2
X1 (s) ,

. . .

Xn (s) =
1

s− λn
Xn−1 (s) ,

Y (s) = b0Xn(s).

Âî âðåìåííîé îáëàñòè ýòî äà¼ò:

ẋ1 (t) = λ1x1 (t) + u (t) ,

ẋ2 (t) = λ2x2 (t) + x1 (t) ,

. . .

ẋn (t) = λnxn (t) + xn−1 (t) ,

y (t) = b0xn (t) .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì îòñþäà ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ:

A =



λ1 0

1 λ2

. . . . . .

0 1 λn


, b =



1

0

. . .

0


, c = (0, . . . , 0, b0) .

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè:

H (s) =
bms

m + bm−1s
m−1 + · · ·+ b0

sn + an−1sn−1 + · · ·+ a0
, m < n

è ïðåäñòàâèì å¼ â âèäå:

H (s) = bm

m∏
i=1

s− Zi
s− λi

∏n
i=m+1

1
s−λi

Çäåñü λi � ïîëþñà (êîðíè ïîëèíîìà N(s)) è Zi � íóëè (êîðíè ïîëèíîìà

M(s)). Èñïîëüçóåì ôîðìóëó âûäåëåíèÿ öåëîé ÷àñòè äðîáè:
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s− Zi
s− λi

= 1 +
λi − Zi
s− λi

è ïîñòðîèì ñòðóêòóðíóþ ñõåìó, ò.ê. ïîêàçàíî íà Ðèñ.3.10.

Ðèñ.3.10. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà � îáùèé ñëó÷àé.

Ââåäÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ñõåìå, ïîëó÷èì

ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé:

ẋ1 (t) = λ1x1 (t) + (λ1 − z1)u(t),

ẋ2 (t) = λ2x2 (t) + (λ2 − z2)(x1(t) + u(t)),

ẋ3 (t) = λ3x3 (t) + (λ3 − z3)(x1(t) + x2(t) + u(t)),

. . .

ẋn (t) = λnxn (t) + xn−1 (t) ,

Ýòî äà¼ò òàêîé ðåçóëüòàò:
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c =
(
0, . . . , 0, bm

)
.

Ýòî � ðåøåíèå çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîé ðåàëèçàöèè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

ñëó÷àÿ. Äàííûé ìåòîä óäîáåí äëÿ ïðèìåíåíèÿ, êîãäà ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

çàäàíà â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé ïåðâîãî

ïîðÿäêà.

Äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè (3.7) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ

ðåàëèçàöèÿ äëÿ λ1 = −1, λ2 = −1, λ3 = −3, Z1 = −2:

A =


−1 0 0

1 −1 0

0 1 −3

 , b =


1

1

0

 , c =
(
0 0 1

)
. (3.8)

Ýòî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ñòðóêòóðíîé ñõåìû íà (Ðèñ. 3.11)

Ðèñ. 3.11.

Â ñàìîì äåëå:

X1 (s) =
λ1 − Z1

s− λ1
U (s)

X2 (s) =
1

s− λ1
(X1 (s) + U (s))

X3 (s) =
1

s− λ3
X2 (s)

Y (s) = X3 (S)

Îòñþäà ñëåäóþò óðàâíåíèÿ:

ẋ1 (t) = λ1x1 (t) + (λ1 − Z1)u (t)

ẋ2 (t) = λ1x2 (t) + x1 (t) + u (t)

ẋ3 (t) = λ3x3 (t) + x2 (t)

è ïîñòðîåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ â ôîðìå (3.8) äëÿ

λ1 = −1, λ3 = −3, Z1 = −2.
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Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ â ñèñòåìå Mathcad ïðèâåäåíû íà ðèñ.3.12 è

ðèñ.3.13.

Ðèñ. 3.12. Êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ.

Ðèñ. 3.13. Ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà.

Èç ñðàâíåíèÿ ýòèõ ãðàôèêîâ c ãðàôèêàìè íà (Ðèñ. 3.7) è (Ðèñ. 3.8)

âûòåêàåò, ÷òî ïðè îäèíàêîâûõ âûõîäíûõ ñèãíàëàõ ãðàôèêè êîîðäèíàò ñîñòîÿíèÿ
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ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Ýòî � ñâîéñòâî ìåòîäà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé,

â êîòîðîì ìîæíî âûáèðàòü ðàçíûå êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ ïðè ñîõðàíåíèè

îïèñàíèÿ ¾âõîä-âûõîä¿.
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Ãëàâà 3.Ìîäåëè äèñêðåòíûõ ñèñòåì â

Mathcad.

�1.Äèñêðåòíûå ìîäåëè ñèñòåì è z�ïðåîáðàçîâàíèå.

Äèñêðåòíûìè èëè öèôðîâûìè íàçûâàþòñÿ ñèñòåìû, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâî

ìîìåíòîâ âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë Z. Ê

äèñêðåòíûì îòíîñèòñÿ øèðîêèé êëàññ ñèñòåì, â ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäÿò

ìèêðîêîìïüþòåðû. Äèñêðåòíûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ èìåþò ðÿä ïðåèìóùåñòâ

ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïðåðûâíûìè ñèñòåìàìè óïðàâëåíèÿ, òàêèõ êàê áîëüøàÿ

íàäåæíîñòü, áîëüøàÿ òî÷íîñòü, áîëüøàÿ óñòîé÷èâîñòü ê âîçìóùåíèÿì, ìåíüøèå

ãàáàðèòû è ñòîèìîñòü. Ìîäåëè äèñêðåòíûõ ñèñòåì çàäàþòñÿ ðàçíîñòíûìè

óðàâíåíèÿìè èëè óðàâíåíèÿìè â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ. Ïóñòü y[k]�ôóíêöèÿ,

îïðåäåëåííàÿ äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, ò.å. äëÿ k ∈ Z, íàçûâàåìàÿ

ðåøåò÷àòîé ôóíêöèåé. Êîíå÷íàÿ ðàçíîñòü (îáðàòíàÿ) ïåðâîãî ïîðÿäêà∆−1y[k]

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

∆−1y[k] = y[k]− y[k − 1] (1)

Êîíå÷íàÿ ðàçíîñòè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

∆−2y[k] =∆−1y[k]−∆−1y[k − 1] = y[k]− 2y[k − 1] + y[k]

∆−3y[k] =∆−2y[k]−∆−2y[k − 1] = y[k]− 3y[k − 1] + 3y[k + 2]− y[k − 3].

(2)

Â îáùåì ñëó÷àå

∆−ny[k] =
n∑
j=0

Cj
n(−1)jy[k − j]. (3)
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ãäå Cj
n = n!

j!(n−j)! � áèíîìèíàëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Îïèñàíèå "âõîä � âûõîä"ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû ñ

îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì çàäàåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì :

n∑
i=0

Ci∆
−iy[k] =

m∑
i=0

di∆
−iu[k]. (4)

Ýòî � àíàëîã äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì.

Îäíàêî òàêàÿ ôîðìà çàïèñè íåóäîáíà äëÿ ïðèëîæåíèé. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

(3), ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó âèäó, êîòîðûé è

áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì:

n∑
i=0

any[k − i] =
m∑
i=0

biu[k − i]. (5)

Â ïðåäïîëîæåíèè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

ìîæíî çàïèñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû äèñêðåòíîé ñâåðòêè:

y[k] =
k∑
j=0

h[k − j]u[j]. (6)

Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû, h[k − j], óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ïðè÷èííîñòè h[k − j] = 0 ïðè j > k. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ,

ôîðìóëó ñâåðòêè ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â òàêîì âèäå

y[k] =
k∑
i=0

h[i]u[k − i]

ãäå h[i] = 0, ∀i < 0.

Äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ðîëü δ � ôóíêöèè èãðàåò åäèíè÷íàÿ èìïóëüñíàÿ

ôóíêöèÿ

Â ýòîì ñëó÷àå
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k∑
i=0

h[i]δ̂[k − i] = h[k], (9)

ò.å. h[k] � ýòî èìïóëüñíàÿ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû.

Äëÿ ââåäåííîé ðåøåò÷àòîé ôóíêöèè äèñêðåòíûå îòñ÷åòû îòñòîþò äðóã

îò äðóãà íà åäèíèöó. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà äèñêðåòíîñòè (êâàíòîâàíèÿ)

Ò ìîæíî ïîëîæèòü k = nT è îáîáùèòü ðåçóëüòàòû íà ýòîò ñëó÷àé � êàê

íà ðèñ. 1 äëÿ y[k] = ek è y[1/2∆] = ek/2 , ò.å. äëÿ T = 1/2.

Ðèñ.1

Ðåøåò÷àòàÿ ôóíêöèÿ çàäàåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè òîëüêî â äèñêðåòíûå

ìîìåíòû âðåìåíè, ò.å. íà êîíå÷íîì èëè ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê. Êàê

ñëåäñòâèå, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ðåøåò÷àòîé ôóíêöèè ðàâíî íóëþ

∞∫
0

y[k] = e−ksdk = 0. (10)

Ïîýòîìó äëÿ ðåøåò÷àòûõ ôóíêöèé ââîäèòñÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà

Y (s) =
∞∑
k=0

y[k]e−ks. (11)
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Íàëè÷èå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû ìíîæèòåëÿ e−ks ïðèâîäèò ê òîìó,

÷òî èçîáðàæåíèå Y (s) áóäåò òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèåé. Ïîëàãàÿ z = es

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó, îïðåäåëÿþùóþ z � ïðåîáðàçîâàíèå.

Y (z) =
∞∑
k=0

y[k]z−k. (12)

Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü äðîáíî � ðàöèîíàëüíûå èçîáðàæåíèÿ

ðåøåò÷àòûõ ôóíêöèé. Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä

ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì z, ðÿä Ëîðàíà, ïðàâèëüíàÿ ÷àñòü êîòîðîãî

èìååò òîëüêî îäèí ÷ëåí y[0].

Ïîýòîìó ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ âíå íåêîòîðîãî êðóãà Ñ ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò. Ôîðìóëà îáðàòíîãî z� ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðè ýòîì ôîðìóëîé

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ëîðàíà

y[k] =
1

2Πj

∫
Γ

Y (z)zk−1dC (13)

Çäåñü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ Ã � ïðîèçâîëüíàÿ îêðóæíîñòü, îõâàòûâàþùàÿ

êðóã Ñ. Äëÿ äðîáíî - ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé Y (z) èíòåãðàë â ôîðìóëå (13)

ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû âû÷åòîâ

y[k] =
∑

Res[Y (z)zk−1]. (14)

Çäåñü ñóììà âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì îñîáûì òî÷êàì ôóíêöèè Y (z), ëåæàùèì

âíóòðè êîíòóðà Ã. Îäíàêî îáðàùåíèå z � ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî îñóùåñòâèòü

è íå èñïîëüçóÿ òåîðåìû î âû÷åòàõ. Äëÿ ýòîãî íóæíî ìíîãî÷ëåíû â ÷èñëèòåëå

è çíàìåòåëå èçîáðàæåíèÿ çàïèñàòü ïî âîçðàñòàþùèì ñòåïåíÿì z−1. Äåëåíèå

÷èñëèòåëÿ íà çíàìåíàòåëü äàåò ðÿä ïî âîçðàñòàþùèì ñòåïåíÿì z−1. Íî,
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ñîãëàñíî, òåîðåìå çàïàçäûâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, óìíîæåíèå íà

e−s = z−1 ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó íà åäèíèöó âðåìåíè âî âðåìåííîé îáëàñòè.

Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû ïîëó÷åííîãî ðÿäà äàþò çíà÷åíèÿ èñêîìîãî îðèãèíàëà

y[k] äëÿ k = 0, 1, 2...

Ïðèìåð. Ïóñòü Y (z) = 2z
(z−2)(z−1)2 . Íàõîäèì âû÷åòû â ïîëþñàõ z = 2 è

z = 1(êðàòíîñòè 2):

y[k] = 2z·k−1(z−2)
(z−2)(z−1)2 |z=2 + d

dz(
2zzk−1(2−1)2

(z−2)(z−1)2 )|z=1 = 2·2k+(−2)(k+1) = 2[2k−k−1].

Òàêèì îáðàçîì y[0] = 0, y[1] = 0, y[2] = 2, y[3] = 8, y[4] = 22 . . .

Â MathCad ïîëó÷àåì

Äëÿ ñïîñîáà äåëåíèÿ

è íóæíî ïîëîæèòü q = z−1 è èñïîëüçîâàòü êîìàíäû variable, Expand to

Series . . . ò.å.
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Ïðèìåíèì ñïîñîá äåëåíèÿ, çàïèñûâàåì 2z
z3−4z2+5z−2 , ò.å.

2z−2

1−4z−1+5z−2−2z−3 = 2z−2 + 8z−3 + 22z−4 + . . .

Ýòî äàåò òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò. Ãðàôèê ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøåò÷àòîé

ôóíêöèè ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.

Ðèñ.1

Â âèäó òîãî, ÷òî z� ïðåîáðàçîâàíèå áûëî ââåäåíî ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà, åãî ñâîéñòâà ïîäîáíû ñâîéñòâàì ïîñëåäíåãî. Ðàññìîòðèì ýòè ñâîéñòâà,

îáîçíà÷àÿ ñâÿçü îðèãèíàëîâ è èçîáðàæåíèé òàêæå, êàê äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëàïëàñà, ò.å. y[k]
.
= Y (z).

Òåîðåìà ëèíåéíîñòè. Äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë α è β

αf1[k] + βf2[k]
.
= αF1(z) + βF2(z). (15)

Òåîðåìà çàïàçäûâàíèÿ. Äëÿ f [k] = 0 ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ k è

ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî m.

f [k −m]
.
= z−mF (z). (16)

Òåîðåìà ñìåùåíèÿ. Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α.
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e±αkf [k]
.
= F (ze±α) (17)

Òåîðåìà î ñâåðòêå. Ïðîèçâåäåíèå èçîáðàæåíèé F1(z) è F2(z) òîæå ÿâëÿåòñÿ

èçîáðàæåíèåì, ïðè÷åì

F1(z) · F2(z)
.
=

n∑
k=0

f1[k]f2[n− k]. (18)

Èçîáðàæåíèå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Äëÿ êîíå÷íîé ðàçíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà

ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (18) äàåò

∆−1f [k] = f [k]− f [k − 1]
.
= F (z)− z−1F (z) =

z − 1

z
F (z) (19)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ êîíå÷íîé ðàçíîñòè ïîðÿäêà n

∆−k[−k] = (
z − 1

z
)F (z). (20)

Â ôîðìóëàõ (19) è (20) ïðåäïîëàãàåòñÿ, êàê è â òåîðåìå çàïàçäûâàíèÿ,

÷òî f [k] = 0 ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì

z � ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Èñïîëüçóåì ýòè òåîðåìû äëÿ îòûñêàíèÿ èçîáðàæåíèé òèïîâûõ ñèãíàëîâ

äèñêðåòíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Èçîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî èìïóëüñà, èìååì,

èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (8)

∞∑
k=0

δ̂[k]z−k = z−0 = 1 (21)

Èçîáðàæåíèå àíàëîãà åäèíè÷íîé ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè:
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1̂ =

{
1 k = 0, 1, 2, ...

0 k = −1,−2, ...
. (22)

Äëÿ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè aj = a0q
j, j =

0, 1, 2, . . . ïðè |q| < 1 å¼ ñóììà íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå
∞∑
j=0

aj = a0 + a0q + a0q
2 = a0

∞∑
j=0

qj = a0
1−q .

Ïîýòîìó ïðè |z| > 1, èñïîëüçóÿ (22), ïîëó÷àåì
∞∑
k=0

1̂[k]z−k =
∞∑
k=0

(1
z)
k = 1

1− 1
z

= z
z−1 .

Èçîáðàæåíèå äèñêðåòíîé ýêñïîíåíòû eαk.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñìåøåíèè è ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò, çàïèñàâ ýêñïîíåíòó

êàê eαk1̂k, èìååì

eαk1[k]
.
= 1

1− 1
ze−α

= ze−α

ze−α−1 = z
z−eα

äëÿ |z| > eα.

Èçîáðàæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ

êîñèíóñà:

cosωk
.
= 1

2(ejωk + e−jωk)

è èçîáðàæåíèå ýêñïîíåíòû, ïîëó÷àåì äëÿ |z| > 1.

cosωk
.
= 1

2( z
z−ejω + z

z−e−jω ) = z(z−cosω)
z2−2z cosω+1

Äëÿ ω = Π
2

cos Π
2 k

.
= z2

z2+1 .

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ñèíóñà èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû Ýéëåðà è èçîáðàæåíèå

äëÿ ýêñïîíåíòû äàåò äëÿ |z| > 1

sinωT = 1
2j (e

jωk + e−jωk),

. . . sinωk
.
= 1

2j (
z

z−ejω −
z

z−e−jω ) = z sinω
z2−2z cosω+1 .

Äëÿ ω = Π
2
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sin Π
2 k

.
= z

z2+1

z � ïðåîáðàçîâàíèå â MathCad, ïðÿìîå è îáðàòíîå, êàê è ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ïàëèòðû Symbolic. Äëÿ åäèíè÷íîãî èìïóëüñà,

îáîçíà÷åííîãî â MathCad êàê δ(n, 0) íàõîäèì

Äëÿ åäèíè÷íîãî èìïóëüñà, çàïàçäûâàþùåãî íà åäèíèöó âðåìåíè

Äëÿ àíàëîãà åäèíè÷íîé ñòóïåíüêè, îáîçíà÷åííîé êàê 1:

Äëÿ ýêñïîíåíòû en

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ

Ïðèìåíåíèå îáðàòíîãî z � ïðåîáðàçîâàíèÿ äàåò
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Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäíèå äâà ðåçóëüòàòà çàäàþò

ôóíêöèè cos(Π
2 )n è sin(Π

2 )n ïî òî÷êàì, ò.å. n = 0, 1, 2, . . .

Ðèñ.2

Äëÿ Y (z) = 2z
(z−2)(z−1)2 � ïðèìåðà, ðàñ÷èòàííîãî ðàíåå, ïîëó÷àåì
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ò.å. ðåçóëüòàò ïîëó÷åííûé ïî ôîðìóëå âû÷åòîâ.

Â äèñêðåòíûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ íåïðåðûâíûìè îáúåêòàìè îáÿçàòåëüíî

ïðèñóòñòâóþò äâà ýëåìåíòà: àíàëîãîâî�öèôðîâîé ïðåîáðàçîâàòåëü � ÀÖÏ

è öèôðî � àíàëîãîâûé ïðåîáðàçîâàòåëü � ÖÀÏ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.3.

Ïåðâûé ïðåîáðàçóåò íåïðåðûâíûé âûõîäíîé ñèãíàë îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

y(f) â ðåøåò÷àòûé ñèãíàë y[k], ïðèãîäíûé äëÿ îáðàáîòêè íà êîìïüþòåðå.

Âòîðîé îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå äèñêðåòíîãî âûõîäíîãî ñèãíàëà êîìïüþòåðà

u[k] â íåïðåðûâíûé ñèãíàë óïðàâëåíèÿ u(t). Çàäàþùèé ñèãíàë íà

Ðèñ.3

òàêóþ ñèñòåìó çàäàåòñÿ â öèôðîâîé ôîðìå � ðåøåò÷àòîé ôóíêöèåé r[k]

Âõîäíûì ñèãíàëîì ÀÖÏ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûé ñèãíàë y(t), à âûõîäíûì

� ðåøåò÷àòàÿ ôóíêöèÿ y(k), çíà÷åíèÿ êîòîðîé ðàâíûì çíà÷åíèÿì y(v) â

äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Îïèñàíèå "âõîä � âûõîä"òàêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

y[n] =
n∑
k=0

δ̂(t− k)y(t). (23)

Òàêèì îáðàçîì, âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ÀÖÏ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

h[n] = δ̂[n] (24)

Â MathCad ôîðìóëà (24) çàïèñûâàåòñÿ òàê



� 96 �

h(n) = δ(n, 0) (25)

Ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê ïðèâåäåí íà ðèñ.4

Ðèñ.4

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ñîâìåñòíî ãðàôèêè âûõîäíîãî ñèãíàëà îáúåêòà

óïðàâëåíèÿ y(t) = 1 − e−t è ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèãíàëà íà âûõîäå ÀÖÏ

� îöèôðîâàííîãî ñèãíàëà, ïîëó÷åííîãî ïî ôîðìóëå

y(n) =
n∑
k=0

δ(n− k, 0)(1− e−k) (26)

Ðèñ.5
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Öèôðîâî � àíàëîãîâûé ïðåîáðàçîâàòåëü, ÖÀÏ, âîññòàíàâëèâàåò íåïðåðûâíûé

ñèãíàë óïðàâëåíèÿ u(t) ïî ðåøåò÷àòîé ôóíêöèè u[k], âûðàáàòûâàåìîé êîìïüþòåðîì.

Îí ðåøàåò, ôàêòè÷åñêè, çàäà÷ó ýêñòðàïîëÿöèè, ò.ê. çíà÷åíèå íåïðåðûâíîãî

ñèãíàëà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ïðåäûäóùèì çíà÷åíèÿì ðåøåò÷àòûõ ôóíêöèé.

Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà è çàïèñàòü:

u(t) = u[k] + u′[k](t− k) + 1
2u”[k](t− k)2 + . . .

Ïðîèçâîäíûå â ýòîé ôîðìóëå ìîæíî íàéòè,èñïîëüçóÿ îáðàòíûå ðàçíîñòè

u′[k] ≈ u[k]− u[k − 1]u”[k] ≈ u[k]− 2u[k − 1] + u[k − 2] (27)

×åì âûøå ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé, òåì ýòè ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ ñëîæíåå.

Ïîýòîìó â ôîðìóëå (26) èñïîëüçóþò îäíî èëè äâà ñëàãàåìûõ. Ýòî äàåò

ôîðìóëû äëÿ ýêñòðàïîëÿòîðîâ íóëåâîãî

u(t) = u[k] (28)

è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ

u(t) = u[k] + u′[k](t− k) (29)

Ðàññìîòðèì ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿþùèéñÿ ýêñòðàïîëÿòîð íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Åñëè íà åãî âõîä ïîäàåòñÿ åäèíè÷íûé èìïóëüñ δ̂[k], òî íà åãî âûõîäå áóäåò

åäèíèöà âïëîòü äî ñëåäóþùåãî ìîìåíòà âðåìåíè � ðèñ.6à) è á)
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Ðèñ.6

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èç ãðàôèêà ñëåäóåò, ÷òî

u(t) = 1(t)− 1(t− 1) (30)

è ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è òåîðåìó çàïàçäûâàíèÿ, ïîëó÷àåì

U(s) =
1

s
− 1

s
e−s =

1− e−s

s
(31)

Ýòî � ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ýêñòðàïîëÿòîðà íóëåâîãî ïîðÿäêà. Âåñîâàÿ

ôóíêöèÿ ïðè ýòîì çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (30). Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðÿìîé

öåïè G(s) ñèñòåìû ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ íà ðèñ.3 ïðè ýòîì áóäåò çàäàâàòüñÿ

ôîðìóëîé

G(s) =
1− e−s

s
H(s) (32)
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Çäåñü H(s) � ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíîãî îáúåêòà óïðàâëåíèÿ.

Ïî ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèèG(s), èñïîëüçóÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà,

ìîæíî íàéòè íåïðåðûâíóþ âåñîâóþ ôóíêöèþ g(τ). Íàõîäÿ ïî g(τ) ñîîòâåòñòâóþùóþ

äèñêðåòíóþ âåñîâóþ ôóíêöèþ g[k] äëÿ äèñêðåòíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè k =

0, 1, 2, . . ..

Ïðèìåíåíèå z � ïðåîáðàçîâàíèÿ äàåò äèñêðåòíóþ ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ

G(z) =
∞∑
k=0

g[k]z−k) (33)

Ïîñëå îòûñêàíèÿG(s) äèñêðåòíàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿW (z) çàìêíóòîé

ñèñòåìû ñî ñòðóêòóðíîé ñõåìîé íà ðèñ.3 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïî îáû÷íîé

ôîðìóëå:

W (z) =
G(z)

1 +G(z)
(34)

Ïðèìåðû. Äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè H(s) = 1
s+1

G(s) =
1− e−s

s

1

s+ 1
= (1− e−s)(1

s
− 1

s+ 1
) (35)

Îòñþäà íàõîäèì îðèãèíàëû ïðàâîé ÷àñòè äëÿ ôîðìóëû (35):

(1− e−s1
s

)
.
= 1(t)− 1(t− 1)

.
=

z

z − 1
− 1

2

z

z − 1
= 1

(1− e−s) 1

s+ 1
.
= e−t − e−(t−1) .=

z

z − e−1
− 1

z

z

z − e−1
=

z − 1

z − e−1
(36)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì (35) è (36)

G(z) = 1− z−1
z−e−1 = 1−e−1

z−e−1 = 0.632
z−0.368

Äëÿ ñèñòåìû ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî ôîðìóëå (34) íàõîäèì:
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W (z) =
0.632

z + 0.264
(37)

Åñëè èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû ñîîòâåòñòâèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è z

� ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1

S
→ z

z − 1
;

1

s+ 1
→ z

z − e−1
(38)

òî ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ

G(z) = (1− z−1)(
z

z − 1
− z

z − e−1
) =

1− e−1

z − e−1

1

S
→ z

z − 1
;

(39)

ò.å. òîò æå ðåçóëüòàò.

Äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèèH(s) = 1/s(s+1) âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòâåòñòâèÿìè

(38) è ñëåäóþùèì:

Ïî ôîðìóëå (32) íàõîäèì

Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâèè (38) è (39), íàõîäèì
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G(z) = (1− z−1)(
z

(z − 1)2
− z

z − 1
+

z

z − e−1
) =

ze−1 + 1− 2e−1

(z − 1)(z − e−1)
=

=
0.368z + 0.264

(z − 1)(z − 0.3678)
=

0.368z + 0.264

z2 − 1.368z + 0.368

(41)

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ äèñêðåòíîé cèñòåìû ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïîëó÷àåòñÿ

òàêîé ïî ôîðìóëå:

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè â MathCad.

Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå äðîáè äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè H(s) = 1
(s+1)

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (35)

Ñîîòíîøåíèÿ (38)
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Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû

G(z) := (1− z−1)( z
z−1 −

z
z−e−1 )factor → 1−e−1

z−e−1

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû

Òàê êàê

òî ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ (37). Äëÿ ïåðåäàòî÷íîé

ôóíêöèè H(s) = 1
s(s+1)

ñîîòíîøåíèÿ (39) ïîëó÷àåòñÿ òàê

Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå äðîáè ïîëó÷àåòñÿ òàê
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Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (40) âûãëÿäèò òàê

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû

Ãðàôèêè ðåàêöèé äëÿ äèñêðåòíûõ ìîìåíòîâ íà ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå,

ïîëó÷åííîå ïî ôîðìóëå

Y (z) :=
0.368z + 0.264

z2 − 1.0z + 0.632
· z

z − 1
(43)

ïðèâåäåíû íà ðèñ.7 à) è á)

Äëÿ ýòîãî çàïèñûâàåì â MathCad

è ïðèìåíÿåì îáðàòíûå z�ïðåîáðàçîâàíèå:

Äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè (37) àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåì
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Èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè äèñêðåòíûõ ñèñòåì èìååò ñâîþ ñïåöèôèêó

ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïðåðûâíûì ñëó÷àåì. Çàìêíóòàÿ íåïðåðûâíàÿ ëèíåéíàÿ

è ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà ÎÂÎÂ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå

êîðíè å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ãðàíèöà

óñòîé÷èâîñòè � ýòî ìíèìàÿ îñü. Ïðè ïðèìåííåèè z�ïðåîáðàçîâàíèÿ äåëàåòñÿ

çàìåíà z = es è òàê êàê

s = σ + jω, òî z = eσejω ò.å. |z| = eσ, argz = ω.

Íà ìíèìîé îñè σ = 0, ò.å. |z = 1|, à â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè σ < 0

è |z| < 1. Òàêèì îáðàçîì ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè àðãóìåíòó s ñîîòâåòñòâóåò

âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà. Òàêèì îáðàçîì çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîðíè å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà

ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà.

Â îáîèõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ çàìêíóòûå ñèñòåìû ïîëó÷èëèñü óñòîé÷èâûìè.

Â ïåðâîì ñëó÷àå z+0.264 = 0 è z = −0.264, à âî âòîðîì � z2−z+0.632 = 0

ïîëó÷àåì â MathCad

Åñëè îäíàêî âìåñòî åäèíè÷íîãî êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ, ÷òî ïîäðàçóìåâàåò

èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû (34), âçÿòü îáùóþ ôîðìóëó

W (z) = G(z)·K
1+G(z)K .
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òî ïîñòðîåíèå êîðíåâîãî ãîäîãðàôà ïî óðàâíåíèþ 1 + G(z) · K K ∈

[0, 5] ïîêàçûâàåò, ÷òî çàìêíóòàÿ ñèñòåìà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè K = 5.

Ïðè ýòîì çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ êîðíåâîé ãîäîãðàô ïåðåñåêàåò

îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ãðàíèöó óñòîé÷èâîñòè - ðèñ.8

Êîðíåâîé ãîäîãðàô äèñêðåòíîé ñèñòåìû â Mathcad ñòðîèòñÿ òàêæå êàê

è êîðíåâîé ãîäîãðàô íåïðåðûâíîé ñèñòåìû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû

(41) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êîðíåâîãî ãîäîãðàôà.

z2 + 1.368z + 0.368 + k(0.368z + 0.264).

Èçìåíÿÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ Ê îò 0 äî 5 ñ øàãîì åäèíèöà,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå êîðíè, êîòîðûå è íàíîñèì íà ãðàôèê íà ðèñ.8. Ïðè

= 3 ïîëó÷àåì â Mathcad.

z2 − 1.368z + 0.368 + 3(0.368z + 0.264)

|0.132− 1.069i| = 1.077

Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî ïðè k = 3 ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé.

Îäíèì èç ñóùåñòâåííûõ ïðåèìóùåñòâ äèñêðåòíûõ ñèñòåì, ñâÿçàííûõ ñ

íàëè÷èåì êîìïüþòåðà â êîíòóðå îáðàòíîé ñâÿçè (ðèñ.3), ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü

ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ÏÈ è ÏÈÄ� ðåãóëÿòîðîâ. Ïðè èíòåðâàëå êâàíòîâàíèÿ

Ò èíòåãðàëüíûé ðåãóëÿòîð:

u(t) =
t∫

0

e(ξ)dξ

çàìåíÿåòñÿ íà èíòåðâàëå äëèíû Ò óðàâíåíèåì
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u[kT ] = u[(k − 1)T ] + Te[kT ] (44)

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû çàïàçäûâàíèÿ z � ïðåîáðàçîâàíèÿ äàåò

U(z) = z−1U(z) + TE(z)./tag45 (13)

Òàêèì îáðàçîì ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà èíòåãðàëüíîãî

ðåãóëÿòîðà èìååò âèä

H(z) =
Tz

z − 1
(46)

Ïðè ýòîì ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ÏÈ � ðåãóëÿòîðà ïîëó÷àåòñÿ òàêîé:

H(z) = K1 +K2
Tz

z − 1
. (47)

Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

u[kT ] = K1e[kT ] +K2u[(k − 1)T ] + Te[kt] = (K1 +K2T )e[kT ] +K2u[(k − 1)T ].

(48)

Óðàâíåíèå (48) ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ ïðîãðàììíî. Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû

(44) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ â äèñêðåòíîé

ôîðìå çäåñü èñïîëüçîâàëàñü ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Âîçìîæíû è áîëåå

òî÷íûå àïðîêñèìàöèè, èñïîëüçóþùèå ôîðìóëû òðàïåöèé è ïàðàáîë(Ñèìïñîíà).

ÏÈÄ� ðåãóëÿòîð òðåáóåò äèñêðåòíîé àïðîêñèìàöèè îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1) îáðàòíîé ðàçíîñòè äëÿ t = kT .

de

dt
' 1

T
(e[kT ]− e[(k − 1)T ]) (49)
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Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ äèñêðåòíîãî äèôôåðåíöèàòîðà ïîëó÷àåòñÿ òàêîé:

H(z) =
z − 1

Tz
(50)

è ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ÏÈÄ � ðåãóëÿòîðà çàïèñûâàåòñÿ òàê

H(z) = K1 +K2
Tz

z − 1
+K3z − 1Tz (52)

Ýòî äàåò òàêîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè äèñêðåòíîãî

ÏÈÄ � ðåãóëÿòîðà

u[kT ] = (K1 +K2T +
K3

T
)e[kT ]− K3

T
e[(k − 1)T ] +K2u[(k − 1)T.] (52)
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.

�2. Äèñêðåòíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, çàäàâàåìàÿ ¾âîñüìåðêîé¿

Σ = 〈T,U,Y,Ω,Γ, x,ϕ,η〉 (8.1)

íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé ïî âðåìåíè, åñëè å¼ ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè T

ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë Z. ×àñòî îäíîìó è òîìó

æå îáúåêòó ìîæíî ñîïîñòàâèòü êàê íåïðåðûâíóþ âî âðåìåíè ìîäåëü, òàê

è äèñêðåòíóþ ìîäåëü, è âûáîð îïðåäåëÿåòñÿ öåëÿìè èññëåäîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïåðåõîä îò íåïðåðûâíûõ ïî âðåìåíè ìîäåëåé ê äèñêðåòíûì.

Ïóñòü äàíû óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé

ñèñòåìû:

ẋ (t) = Ax (t) +Bu (t) ,

y (t) = Cx (t) +Du (t) , (8.2)

ïðè÷åì ýòè óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè

t0 = 0, t1 = 4, t2 = 24, . . . ãäå 4 � øàã, èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè

(êâàíòîâàíèÿ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà èíòåðâàëå [tk, tk+1] âõîäíîé ñèãíàë

u(t) ïîñòîÿíåí:u[tk,k+1]
∼= uk. Ïðîèçâåä¼ì àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíîé ẋ(t)

íà èíòåðâàëå [tk, tk+1] êîíå÷íîé ðàçíîñòüþ

ẋ (t) ∼=
x (tk+1)− x (tk)

∆
. (8.3)

Îáîçíà÷èâ x (tk+1) = xk + 1/ è x (tk) = xk èç óðàâíåíèé (8.2) ïîëó÷àåì

òàêèå óðàâíåíèÿ äëÿ k = 0, 1, 2 . . .
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xk+1 = (∆A+ I)xk + ∆Buk

yk = Cxk +Duk (8.4)

èëè, â îáîçíà÷åíèÿõ Ã = TA+ I, B̃ = TB

xk+1 = Ãxk + B̃uk

y = Cxk +Duk (8.5)

Ýòî � óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è íåçàâèñèìî îò óðàâíåíèé (8.2).

Ïåðåõîä îò íåïðåðûâíûõ óðàâíåíèé (8.2)ê äèñêðåòíûì óðàâíåíèÿ (8.2)

áûë îñóùåñòâë¼í, ôàêòè÷åñêè, ìåòîäîì Ýéëåðà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, çàäàííóþ

óðàâíåíèåì

 x1 (t)

x2 (t)

 =

 0 1

−2 −3


 x1 (t)

x2 (t)

+

 0

x

u (t) , (8.6)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì:

 x1k+1

x2k+1

 =

 1 ∆

−2∆ 1− 3∆


 x1k

x2k

+

 0

∆

uk, (8.7)

Ìîäåëèðîâàíèå â MathCad äàåò äëÿ øàãà4 = 0.25 ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
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Ìåòîä Ýéëåðà îáåñïå÷èâàåò, êàê èçâåñòíî, íåâûñîêóþ òî÷íîñòü � ïîãðåøíîñòü

èìååò ïîðÿäîê 4. Áîëåå ñîâåðøåííûé ìåòîä äèñêðåòèçàöèè îñíîâàí íà

àïïðîêñèìàöèè ïåðåõîäíîé ôóíêöèè ñèñòåìû (8.2). Ñîïîñòàâèì ïåðâîìó

óðàâíåíèþ â ñèñòåìå (8.2) ïåðåõîäíóþ ôóíêöèþ

x (t) = eA(t−t0)x (t0) +

∫ t

t0

eA(t−τ)Bu (τ) dτ . (8.8)
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Äëÿ èíòåðâàëà [tk, tk+1] îòñþäà ïîëó÷àåì

x (tk+1) = eA(tk+1−tk)x (tk) +

∫ tk+1

tk

eA(tk+1−τ)Bu (τ) dτ =

= eA4x (tk) + (

∫ 4
0
eAσBdσu(tk)), (8.9)

ãäå îáîçíà÷åíî tk+1 − τ = σ. Îáîçíà÷èâ

eAT = Ã = e4, B̃ =

∫ 4
0
eAσBdσ (8.10)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â ôîðìå (8.5)

Ñíîâà ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó (8.6). Ðåçîëüâåíòíàÿ ìàòðèöà

äëÿ íå¼ ïîëó÷àåòñÿ òàêîé:

Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà ïîëó÷àåòñÿ òàê:

Äëÿ 4 = 0.25 ïî ôîðìóëå (8.10) íàõîäèì Ã:
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Àíàëîãè÷íî äëÿ B̃ èç (8.10) ïîëó÷àåì

Ýòî äàåò òàêóþ äèñêðåòíóþ ìîäåëü äëÿ 4 = 0.25.

Ðèñ.8.2 Âûõîäíîé ñèãíàë íåïðåðûâíîé ñèñòåìû

Ãðàôèê äèñêðåòíîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷àåìîãî òàêèì ñïîñîáàì, êàê ýòî ñëåäóåò

èç ðèñ.8.2 ïðåäñòàâëÿåò òî÷íåå íåïðåðûâíóþ ìîäåëü, ÷åì ìåòîä Ýéëåðà.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ñëó÷àÿ ñâîáîäíîé ñèñòåìû èìååì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå äëÿ k = 0, 1, 2, ...

xk + 1 = Ãxk
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.

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì x1 = Ãx0;x2 = Ã2x0, ...

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðåõîäíûé îïåðàòîð(ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà) çàäà¼òñÿ

óðàâíåíèåì

Φ(k) = Ãk

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû íàõîäèì:

Ðèñ.8.3

Äëÿ ñëó÷àÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

xk+1 = Ãkx0 +
k−1∑
j=0

Ãk−j−1B̃uj (8.12)
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ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì x1 = Ãx0 + B̃u0, x2 = Ãx1 + B̃u1 = Ã2x0 +

ÃB̃u0+B̃u1, . . . Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ

â âèäå

xk = Ãkx0 +
k−1∑
j=0

Ã(k − j − 1)B̃uj (8.13)

Èñïîëüçóÿ âòîðîå óðàâíåíèå â 8.5, âûõîäíóþ ôóíêöèþ, îïèñàíèå ¾âõîä �

íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå � âûõîä¿ äèñêðåòíîé ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

yk = CÃkx0 +
k−1∑
j=0

CÃ(k − j − 1)B̃uj +Duk (8.14)

Èìïóëüñíàÿ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû h[j] îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ýòîì

ôîðìóëîé

h [j] =

 D , j = k,

cÃ(k−j−1)B̃ , j = 0, . . . , k − 1.

Ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè îïèñàíèå ¾âõîä � âûõîä¿ äèñêðåòíîé

ëèíåéíîé ñèñòåìû (8.5) çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èìïóëüñíîé ïåðåõîäíîé

ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

yk =
k∑
j

= 0hk−juj (8.15)

Äëÿ äèñêðåòíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì óðàâíåíèÿ

â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé èìåþò òàêîé âèä:

xk = Ãkx+ b̃uk

yk = cxk + duk (8.16)
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ãäå b̃ � âåêòîð-ñòîëáåö, c � âåêòîð-ñòðîêà è d � ñêàëÿð. Ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèé

òðîéêè (Ã, b̃, c) ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì, ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèÿõ è ñîåäèíåíèè

ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì ïðàâèëàì äëÿ íåïðåðûâíûõ

ñèñòåì, ðàññìîòðåííûì â §2.

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ äèñêðåòíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñ

ïîìîùüþ z-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî ôîðìóëå:

H (z) =
bmz

−m + bm−1z
−m+1 + · · ·+ b0

z−n + an−1z−n+1 + · · ·+ a0
. (8.17)

Ïåðåõîä ê óðàâíåíèÿì â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé (8.5) îò ïåðåäàòî÷íîé

ôóíêöèè (8.17) îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåìó ïåðåõîäó

äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì, ðàññìîòðåííîìó â §3§4.

Òàê, äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè

W (z) =
0.368z + 0.264

z2 − 1.0 ∗ z + 0.632
(8.15)

ïðèìåíåíèå ìåòîäà óïðàâëÿåìîé ôîðìû äàåò óðàâíåíèÿ: x1 [k + 1]

x2 [k + 1]

 =

 0 1

−0.632 1


 x1 [k]

x2 [k]

+

 0

1

u [k] ,

y [k] =

(
0.264 0.368

) x1 [k]

x2 [k]

 (8.16)

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (8.15) è (8.16) ïðè åäèíè÷íîé ñòóïåíüêå

íà âõîäå ïîêàçàíû íà ðèñ. 8.4 è ðèñ.8.5.
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Ðèñ. 8.5. Ðåøåíèå ìåòîäîì ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé.
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Ãëàâà 4.Ñèíòåç ðåãóëÿòîðîâ â çàäà÷àõ

óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè.

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèìåðàì ïðèìåíåíèÿ ñèñòåìû Mathcad+VisSim

äëÿ ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ, ïðåäíàçíà÷åííûì äëÿ ïðîâåäåíèÿ ëàáîðàòîðíûõ

ðàáîò ïî êóðñó "Îñíîâû òåîðèè óïðàâëåíèÿ."Âûáîð ïðèìåðîâ îïðåäåëÿëñÿ

îãðàíè÷åíèåì íà ñëîæíîñòü è âðåìÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò. Âñå ðàññìîòðåííûå

ïðèìåðû âçÿòû èç óæå ñòàâøåé êëàññè÷åñêîé êíèãè Ð.Äîðôà è Ð.Áèøîïà

"Ñîâðåìåííûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ â êîòîðîé, îäíàêî, äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ

çàäà÷ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó MATLAB.



� 118 �

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �1. "Ñèíòåç ðåãóëÿòîðà äëÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

ïðîèçâîäñòâîì áóìàãè."

Áóìàæíîå ïðîèçâîäñòâî, ñòîëü âàæíîå â ñîâðåìåííîì ìèðå, õàðàêòåðèçóåòñÿ

íàëè÷èåì ðàçëè÷íûõ ñòàäèé òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà, îäíîé èç êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ ïîääåðæàíèå ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè áóìàæíîé ìàññû. Ïëîòíîñòü

îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì âîäû, äîáàâëÿåìîé â ñìåñèòåëü, êàê ïîêàçàíî

íà ñõåìå ñèñòåìû íà ðèñ.1.

Ðèñ.1 Ñõåìà óïðàâëåíèÿ

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà â òåðìèíàõ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé

ïðèâåäåíà íà ðèñ.2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî H(s) = 1 (èäåàëüíûé äàò÷èê

ïëîòíîñòè),ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îáúåêòà G(s) = 1
4s+1 , ïåðåäàòî÷íàÿ

ôóíêöèÿ ðåãóëÿòîðà GC = K
8s+1 çàäàíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà

óñèëåíèÿ K.
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Ðèñ.2

Çäåñü òðåáóåòñÿ:

• íàéòè ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè ðàçîìêíóòîé è çàìêíóòîé ñèñòåìû;

• Ñäåëàòü âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ïî êðèòåðèþ Ñòîäîëû.

• Ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà è îïðåäåëèòü

ïî íåìó ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà � âûáðîñ è âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.

• Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò ñòàòè÷åñêîé îøèáêè è âîáðàòü òàêîå çíà÷åíèå

K, ïðè êîòîðîì îøèáêà áóäåò ñîñòàâëÿòü 1% îò çàäàííîãî çíà÷åíèÿ

ïëîòíîñòè.

• Ïðîâàðüèðîâàòü âåëè÷èíó K â ìåíüøóþ ñòîðîíó îò íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ,

ïîñòðîèâ ãðàôèêè ïåðåõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê,ïðîâåðèòü êàê ýòè èçìåíåíèÿ

âëèÿþò íà õàðàêòåð ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ. Âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå

çíà÷åíèÿ óñòàíîâèâøåéñÿ îøèáêè.

• Ïîñòðîèòü áëîê � ñõåìó ñèñòåìû â VisSim è ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå

ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè.
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Ðåøåíèå(äîêóìåíò â Mathcad).

Ðàñ÷åò ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïëîòíîñòüþ áóìàãè.

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðåãóëÿòîðà

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îáúåêòà

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû

Ïðîâåðêà óñòîé÷èâîñòè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

ïðè ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè K èìååò âñå ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû,

÷òî îçíà÷àåò ïî êðèòåðèþ Ñòîäîëû äëÿ ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà å¼ óñòîé÷èâîñòè.

Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ îøèáêè.

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïî ñèãíàëó îøèáêè:
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Ðàñ÷åò êîýôèöèåíòà ñòàòè÷åñêîé îøèáêè.

Çàïèñûâàåì:

è â ìåíþ ïàíåëè Symbolics âûáèðàåì ïîçèöèè Variable è Expand to Series,

÷òî äàåò äëÿ 1 % îøèáêè è êîìàíäû Solve.

Ïîñòðîåíèå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññ
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Ñèíòåçèðîâàííàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò âûáðîñîì â 70 % è âðåìåíåì ïåðåõîäíîãî

ïðîöåññà 18 ñ. Ñíèæåíèå êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ äî çíà÷åíèÿ k = 9 äàåò

âûáðîñ â 20 %, îøèáêà 1
K+1 = 0.1

Òàêèì îáðàçîì, ïîâûøåíèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ ïðèâîäèò

ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè ÑÀÓ, íî ïðè ýòîì óõóäøàåòñÿ å¼ ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà.

Ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïëîòíîñòüþ áóìàæíîé ìàññû.

Âûâîä ïî ãîäîãðàôó Íàéêâèñòà: çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà ïðè âñåõ
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K > 0.

À×Õ è Ô×Õ(çàìêíóòûå ñèñòåìû) (êíîïêà Analyze).
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �2. Ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû äóãîâîé ñâàðêè.

Îäíèì èç âàæíûõ ïðèìåíåíèé ïðîìûøëåííûõ ðîáîòîâ ÿâëÿåòñÿ äóãîâàÿ

ñâàðêà. Â áîëüøèíñòâå ñèòóàöèé íåîïðåäåëåííîñòü ðàçìåðîâ äåòàëåé, ãåîìåòðèè

ñòûêà è ñàìîãî ñâàðî÷íîãî ïðîöåññà òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíûõ äàò÷èêîâ

äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êà÷åñòâà ñâàðêè. Ñ ýòîé öåëüþ ðàáîòû îñíàùàþòñÿ ñèñòåìîé

òåõíè÷åñêîãî çðåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé èçìåðÿåòñÿ ãåîìåòðèÿ ðàññòàâëåííîãî

ìåòàëëà. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà òàêîé ñèñòåìû èçîáðàæåíà íà ðèñ.1. Îíà îáåñïå÷èâàåò

ïîñòîÿííóþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñâàðî÷íîãî ñòåðæíÿ âäîëü øâà.

Ðèñ.1

Òðåáóåòñÿ: íàéòè ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ ðåãóëÿòîðà

Ê ïðè êîòîðîì ñèñòåìà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü; âûáðàâ çíà÷åíèå Ê â äâà ðÿäà

ìåíüøå íàéäåííîãî íàéòè âåëè÷èíó ïåðåðåãóëèðîâàíèÿ, ïîñòðîèâ ïåðåõîäíóþ

õàðàêòåðèñòèêó ñèñòåìû â Mathcad è VisSim.

Ðåøåíèå(äîêóìåíò â Mathcad.)

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðÿìîé öåïè

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû òåõíè÷åñêîãî çðåíèÿ

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû
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Õàðàêòåðè÷åñêèé ïîëèíîì

ïðè k = 18 èìååò êîðíè ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ

Ïðè k = 17 âñå êîðíè åùå èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè

Âûáèðàåì ïîýòîìó k = 9
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Óñòàíîâèâøååñÿ çíà÷åíèå - 0,82. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå - 1.27

Âûáðîñ 1.27−0.82
0.82 = 54, 878% � ýòî ñëèøêîì áîëüøîé âûáðîñ. Ïîýòîìó

óìåíüøàåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ â òðè ðàçà, ïîëàãàåì k = 3.

Òîãäà

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå � 0.716 Óñòàíîâèâøååñÿ çíà÷åíèå � 0.599

Âûáðîñ 0.716−0.544
0.599 = 19, 533% � ýòî ïðèåìëèìîå çíà÷åíèå âûáðîñà.

Ðåøåíèå(äîêóìåíò â VisSim).
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Ãîäîãðàô Íàéêâèñòà è ñóæäåíèå îá óñòîé÷èâîñòè è çàïàñàõ óñòîé÷èâîñòè.
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �3.Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ãðàâèðîâàëüíîé

ìàøèíîé.

Â ãðàâèðîâàëüíîé ìàøèíå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåìåùåíèå ãðàâèðîâàëüíîé

èãëû âäîëü êîîðäèíàòû X ñ ïîìîùüþ äâóõ äâèãàòåëåé è íàïðàâëÿþùèõ

âèíòîâ. Ïåðåìåùåíèå èãëû ïî êîîðäèíàòàì y è Z îñóùåñòâëÿåòñÿ îòäåëüíûìè

äâèãàòåëÿìè. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ãðàâèðîâàëüíîé ìàøèíû

ïî îñè X ïðèâåäåíà íà ðèñ.1.

Ðèñ.1

Öåëü ñèíòåçà � ïîëó÷èòü ïðèåìëåìîå êà÷åñòâî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà

çà ñ÷åò âûáîðà êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ K. Ñ ýòîé öåëüþ âîñïîëüçóåìñÿ

ïîêàçàòåëåì óñòîé÷èâîñòè ïî àìïëèòóäå. Áóäåì âûáèðàòü K èç óñëîâèÿ

òîãî, ÷òîáû ýòîò çàïàñ∆A áûë ðàâåí 0.5 � ñòàíäàðòíîå çíà÷åíèå ñ çàäàííûì

ïîêàçàòåëåì êîëåáàòåëüíîñòè M = 1.5.

Ðåøåíèå ( äîêóìåíò â Mathcad).

Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñèñòåìû

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îáúåêòà.
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Ãîäîãðàô Íàéêâèñòà ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëàì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ

èíòåãðèðóþùåãî è äâóõ àïåðèîäè÷åñêèõ çâåíüåâ.

Äëÿ èíòåãðèðóþùåãî çâåíà:

A1(ω) := 1
w , È 1(ω) := −Π

2

Äëÿ àïåðèîäè÷åñêèõ çâåíüåâ:

A2(ω) := 1√
ω2+1

, ϕ2(ω) := atan(ω); A3(ω) = 0.5√
0/25w2+1

,

ϕ3(ω) := −atan(0.5 · ω).

Ãîäîãðàô Íàéêâèñòà:

äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé K

A(ω) := KA1(ω) · A2(ω) · A3(ω)

ϕ(ω) := ϕ1(ω) + ϕ2(ω) + ϕ3(ω)

Ïðè k=5 ñèñòåìà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü � ãîäîãðàô íàéêâèñòà ïðîõîäèò

÷åðåç êðèòè÷åñêóþ òî÷êó � ðèñ.2. Ïîëîæèì k = 2.5, òîãäà çàïàñ óñòîé÷èâîñòè

áóäåò æåëàåìûì ∆A = 0.5 ïðè çàïàñå ïî ôàçå íåñêîëüêî ìåíüøå 30 � òîæå

ñòàíäàðòíîå çíà÷åíèå.

Ïåðåõîäíûé ïðîöåññ â çàìêíóòîé ñèñòåìå ïîëó÷àåòñÿ òàêèì ïðè K = 2.5
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Âûáðîñ ïîëó÷èëñÿ â 50 %, ïîýòîìó êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ ëó÷øå óìåíüøèòü

äî çíà÷åíèÿ K = 1.5, ÷òî äà¼ò âûáðîñ σ = 27%

Ìîäåëèðîâàíèå â VisSim.

Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ãðàâèðîâàëüíîé ìàøèíîé.

Íåóñòîé÷èâàÿ ñèñòåìà.

Óñòîé÷èâàÿ ñèñòåìà.
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Ãîäîãðàô Íàéêâèñòà.
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Çàêëþ÷åíèå.

1. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü äåìîíñòðàöèè îñíîâíûõ ìåòîäîâ òåîðèè óïðàâëåíèÿ

Mathcad È VisSim.

2.Â äèïëîìíîé ðàáîòå ðàçðàáîòàí ìàòåðèàë äëÿ ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ïî

ìåòîäó ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, îðèåíòèðóåìûé íà ñèñòåìû Mathcad è Vis-

Sim.

3. Ðàçðàáîòàíû ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû ïî ïîñòðîåíèå ðåãóëÿòîðîâ äëÿ

ÀÑÓÒÏ â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ:

- Ñèíòåç ðåãóëÿòîðîâ äëÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâîì áóìàãè.

- Ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû äóãîâîé ñâàðêè.

- Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ãðàâèðîâàëüíîé ìàøèíîé.
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� 134 �

Ïðèëîæåíèÿ.

Ñõåìà óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâîì áóìàãè.

Ðàñ÷åò ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ â Mathcad. Âûáðîñ 70%



� 135 �

Ðàñ÷åò ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ â Mathcad. Âûáðîñ 20%

Ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïëîòíîñòüþ áóìàæíîé ìàññû.



� 136 �

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà ïðè âñåõ k > 0

Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñèñòåìû äóãîâîé ñâàðêè.

Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñèñòåìû äóãîâîé ñâàðêè.

Ãîäîãðàô Íàéêâèñòà.
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Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ãðàâèðîâàëüíîé ìàøèíîé ïî îñè Õ.

Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñèñòåìû.

Ðàñ÷åò ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ãðàâèðîâàëüíîé ìàøèíîé.



� 138 �

Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ãðàâèðîâàëüíîé ìàøèíîé(íåóñòîé÷èâàÿ)

Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ãðàâèðîâàëüíîé ìàøèíîé(óñòîé÷èâàÿ)

Ãîäîãðàô Íàéêâèñòà.


