I Открытый Кубок Нижнего Новгорода по математике. 2007-2008 учебный год. IV тур.

1 игра. Математическая игра «Домино». Младшая лига (6-7 классы). 2 апреля 2008 года. Решения. 
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0–0. На плоскости даны 6 точек. Сколько существует  треугольников с вершинами  в этих точках? (0, 10, 15, 16, 17, 18, 19, 20. Всего на 6 точках может быть  
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 треугольников. Когда же три точки попадают на одну прямую, то они не образуют треугольник.)
0–1. На прямой по порядку расположены 5 точек -  A, B, C, D, E. Известно, что AB=21см, CE=2008 см, AC=BD. Найдите длину отрезка DE. (1987см. DE=CE-CD=CE+CB-DB=CE+CB-AC=CE-AB=2008-21=1987.)

0–2. Если из некоторого числа вычесть 7 и умножить его на 7, то получится тот же результат, как если бы из него сначала вычли 11, а затем умножили на 11. С каким числом такое возможно сделать? (18. Решим уравнение 7((x-7)=11((x-11).)
0–3. Если некий человек идёт пешком на работу, а обратно едет на метро, то всего на дорогу он затрачивает полтора часа. Если же в оба конца он едет на метро, то весь путь занимает у него 30 мин. Сколько времени затратит этот человек на дорогу, если и на работу, и обратно пойдёт пешком? (2,5 часа. Если человек дважды проделает путь на работу и обратно первым способом, то он затратит 3 часа, при этом два раза расстояние от работы до дома преодолеет на метро, на что потратит 0,5 часа, а два раза пройдёт пешком, на что у него уйдёт 2,5 часа.)

0–4. Каждая грань куба разделена на 4 равных квадрата, и каждый квадрат покрашен в один из 3 цветов, так что квадраты, имеющие общие стороны, окрашены в разные цвета. Какое наибольшее количество квадратов одного цвета могло быть? (8. Около каждой вершины куба будет по 1 квадрату каждого цвета.)
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 0–5. Расставьте во всех пустых клетках квадрата 4(4 цифры так, чтобы получился магический квадрат, т.е. чтобы суммы цифр в каждой горизонтали, вертикали и главной диагонали были равны. (Цифры можно расставить, например, следующим образом. Вариантов много. Главное, чтобы суммы были равны 10.)  
0–6. Найдите наибольшее отношение трёхзначного числа к сумме его цифр. (100. 
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, при этом значение 100 достигается при числах, кратных 100.)
1–1.Укажите ближайший в будущем год, у которого такие же сумма и произведение цифр, как и у  числа 2008. (2017) 
1–2. Пентамино – это пятиклеточный многоугольник, в котором любая клетка имеет общую сторону хотя бы с одной другой клеткой. Сколько всего различных фигурок пентамино? Изобразите их все. (фигуры, полученные поворотом или симметрией, считаются одинаковыми) (12) 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


1–3. Используя каждую из 10 цифр ровно 1 раз, составьте два натуральных числа с наименьшим возможным произведением. (1, 203456789)
1–4. Используя каждую из 10 цифр ровно 1 раз, составьте 5 натуральных чисел с наименьшей возможной суммой. Укажите сумму этого набора. (180, например, как 10+26+37+48+59)
1–5. Используя каждую из 10 цифр ровно 1 раз, составьте 5 натуральных чисел с наибольшей возможной суммой. Укажите сумму этого набора. (987660, например, как 987650+1+2+3+4)
1–6. Назовите шестнадцатое натуральное число, имеющее нечётное количество натуральных делителей. (256=162)

2–2. В студии на полу установлены 2 телекамеры. Сколькими способами можно разместить ещё 2 телекамеры на полу так, чтобы все 4 камеры оказались в вершинах квадрата? (3)
2–3. По кругу расставлены числа 14, 27, 36, 57, 178, 467, 590, 2345 так, чтобы любые два соседних числа имели общую цифру. Какое число идёт за числом 2345? (590 или 36. Существует с точностью до направления ровно 1 расстановка этих чисел 14, 178, 27, 57, 590, 2345, 36, 467, а с учётом порядка по часовой или против часовой стрелки – два варианта числа после 2345.)
2–4. В некоторой школе у 70% учеников карие глаза, у 75% - тёмные волосы, у 85% - рост выше 150 см и у 90%  вес превышает 50 кг. Какой процент учеников заведомо обладает всеми четырьмя названными характеристиками? (20%, т.к. не обладать хотя бы одной из данных характеристик может не более 30+25+15+10=80% учеников.)
2–5. Сколько не бьющих друг друга королей можно поставить на шахматную доску 8(8 так, чтобы нельзя было больше поставить ни одного короля? Укажите все варианты. (9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16)
2–6. Сколько не бьющих друг друга слонов можно поставить на шахматную доску 8(8 так, чтобы нельзя было больше поставить ни одного слона? Укажите все варианты.  (8, 9, 10, 11, 12, 13, 14)
3–3. Три двузначных числа таковы, что сумма любых двух из них равна числу, отличающемуся от третьего лишь порядком цифр. Какой может быть сумма этих трёх чисел? (99)
3–4. На острове живут рыцари и лжецы. Рыцари всегда говорят правду, лжецы всегда лгут. Однажды 6 островитян, собравшиеся в компанию, сделали такие заявления. Один сказал: «Ровно один из здесь присутствующих – лжец», ещё двое сказали: «Ровно двое среди здесь присутствующих – лжецы», последние трое сказали: «Ровно трое среди присутствующих – лжецы». Сколько лжецов могло быть в этой компании?  (3 или 6 лжецов. Либо в этой компании нет рыцарей (и все лжецы говорят неправду), либо есть рыцари и все они говорят одинаковое утверждение про остальных людей-лжецов, а это верно только для утверждения, сказанного тремя людьми.)
3–5. На квадратной доске 10(10 клеток расставлены шашки, причём на всех вертикалях разное число шашек и на всех горизонталях разное число шашек. Сколько всего шашек может быть на доске? (45 или 55 шашек. Если на какой-то горизонтали стоит 10 шашек, то это значит, что на каждой вертикали есть хотя бы 1 шашка. Тогда количество шашек на вертикалях равны 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 и всего 55 шашек. Если же ни на какой горизонтали нет 10 шашек, то на горизонталях количества шашек равны 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 и всего 45 шашек.)
3–6. В кучке n камней. Два игрока по очереди берут из неё 1, 2 или 4 камня. Проигрывает тот, кто не может сходить. При каких натуральных n второй игрок выиграет при правильной игре? (n,  делящееся на 3. На каждый ход первого второй отвечает числом (1 или 2), дополняющим ход первого до суммы, кратной 3. При n, не делящихся на 3, первый своим ходом оставляет в кучке количество камней, кратное 3, а затем действует по стратегии второго, описанной выше.)
4–4. В однокруговом футбольном  турнире (каждый с каждым играет ровно 1 раз) на 6 команд в некоторый момент оказалось, что у всех команд различное ненулевое количество очков. После какого наименьшего количества матчей такое могло быть? (Победа – 3 очка, ничья – 1 очко, поражение – 0 очков.) (8 матчей. В турнире разыграно не менее 1+2+3+4+5+6=21 очка, а за матч команды набирают в сумме не более 3 очков, значит, было не менее 7 матчей. Если бы было ровно 7 матчей (а значит, у команд 1, 2, 3, 4, 5 и 6 очков), то тогда бы не было ничьих и команда не могла бы набрать 1 очко. За восемь матчей такое могло быть, например, – ничьи между 1 и 2, 2 и 5, 4 и 5, а 3, 4, 5 и 6 выиграли у 1, а 6 – у 2.)
4–5. Какое наименьшее количество чисел можно вычеркнуть из ряда 1, 2, 3, …, 2008 так, чтобы оставшиеся числа можно было разбить на пары, в каждой из которых сумма делится на 6? Приведите ответ и пример вычеркнутых чисел. (2, например, 2005 и 2007 (или любые два, сравнимые с 1 и 3 по модулю 6). Заметим, что в этом ряду по 335 чисел с остатками 1, 2, 3 и 4 при делении на 6, и по 334 числа с остатками 0 и 5. А т.к. два числа в сумме делятся на 6 при следующих комбинациях остатков – 0+0, 1+5, 2+4, 3+3, то у одного числа с остатком 1 и у одного числа с остатком 3 такой пары не будет.)

4–6. Какое наибольшее значение может принимать НОД пяти натуральных чисел, в десятичной записи которых вместе использована каждая цифра от 0 до 9 ровно по 1 разу? (НОД (90, 72, 54, 36, 18)=18. Если НОД(19, то все числа – различные двузначные и наибольшее из них (5(НОД=95. Но это возможно только при наибольшем числе 95 и наборе 19, 38, 57, 76, 95, который нам не подойдёт.)
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


5–5. На каком наибольшем количестве внутренних узлов шахматной доски 8(8 можно поставить запрещающий знак для прохода слона так, чтобы чернопольный слон смог всё же пройти с каждой чёрной клетки на каждую чёрную клетку? (18. Чёрных клеток-вершин графа - 32, значит, надо оставить хотя бы 31 узел-ребро графа свободным (количество рёбер в связном графе должно быть не меньше, чем количество вершин минус 1). Всего 7(7=49 внутренних узлов, значит, запрещёнными для прохода могут быть не более 49-31=18 узлов.)
5–6. Какое наименьшее количество клеток шахматной доски 8(8 можно отметить красным цветом так, чтобы в любом замкнутом циклическом маршруте ладьи на этой доске хотя бы одна клетка поворота была отмечена красным цветом? (Двигаясь по маршруту, ладья не может поворачивать назад.) (49. Двудольный граф из 16 вершин-строк и столбцов с рёбрами - пустыми клетками не может иметь циклов, значит, в нём не более 15 рёбер, а значит, не менее 49 красных клеток.)

6–6. Найдите все точные квадраты, которые равны произведению четырёх последовательных нечётных чисел. (9. Если n((n+2)((n+4)((n+6)=m2, то (n2+6n+4)2=m2+16. Однако среди квадратов только 0 и 9 на 16 меньше точного квадрата, а нечётным является только 9=(-3)((-1)(1(3.)
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