


Физическая система

Основы заложены в [Kolokolov, Lebedev and Lushnikov, 2020]

Здесь флуктуация коэффициента преломления n1 имеет стохастическую
природу в силу стохастического поведения турбулентной среды.



Уравнение динамики

Стартуем с волнового уравнения в среде:(
∂2

∂t2
− 1

n2
∇2

)
E = 0

Мы полагаем, что коэффициент преломления n = 〈n〉+ n1, где n1 -
стохастическая вариация. В случае лазерного луча E локализовано вблизи
k0 = k0ez, потому используем анзац:

E(r, t) = exp(−iωt− ik0Z)Ψ(r, t)

Получим линейное уравнение Шрёдингера (Леонтовича):

i
∂

∂z
Ψ +∇2Ψ + ξ(r, z)Ψ = 0, Ψin (r) = exp

(
−r2

)
Здесь введены безразмерные переменные

x = X/w0, y = Y/w0, r = R⊥/w0, z = Z/(2k0w
2
0), ξ = 2k20w

2
0n1



Кто такая турбулентность?

Посмотрим на уравнения Навье-Стокса с стохастической накачкой:

∂tv + (v · ∇)v = ν∆v −∇P + f(x, t)

Внутри некой области k-пространства состояние задается через

ε
def
= 〈f · v〉

Из результатов нам важен закон Колмогорова-Обухова:

S2(r)
def
=
〈
(vi(0)− vi(r))2

〉
∼ (εr)µ, µ =

2

3

Средние от коэффициента преломления ведут себя схожим образом:〈
[n1 (R⊥, Z)− n1(0, 0)]2

〉
= C2

nρ
µ, ρ =

√
R2
⊥ + Z2

С помощью всего этого можно посчитать коррелятор для ξ = 2k20w
2
0n1:

〈ξ (r1, z1) ξ (r2,z2)〉 =
(
const −Drµ+1

12

)
δ (z1 − z2)

Здесь D > 0 отвечает за амплитуду турбулентного шума.



Стохастика как «квантовая теория поля»

e.g.



Построение формализма

Чтобы считать различные средние, нам нужна статистическая сумма,
определяемая как континуальный интеграл с эффективным действием:

Z =

∫
DΨDΨ∗DPDP ∗ exp[−S2 − Sint]

Здесь P и P ∗ - вспомогательные поля, возникающие при построении
эффективного действия. Само действие выглядит так:

S(2) =

∫
d2rdzP ?

(
i∂zΨ +∇2Ψ

)
−
∫

d2rdzP
(
i∂zΨ

? −∇2Ψ?)

Sint =
1

2

∫
d2r1d2r2dz (P ?1 Ψ1 + P1Ψ?

1)D|r1 − r2|µ+1 (P ?2 Ψ2 + P2Ψ?
2)

С помощью этой статсуммы мы будем развивать теорию возмущений вида∫
D... e−(S(2)+Sint) =

∫
D... e−S(2)

[
1 + Sint +

(Sint)2

2!
+ . . .

]



Статистические свойства

Изучение статистики начинается с парного коррелятора

F2 (r1, r2, z) = 〈Ψ (r1, z) Ψ? (r2, z)〉

Заметим, что 〈I〉 =
〈
|Ψ|2

〉
= F2(r, r, z). В терминах функции Грина:

F2 (r1, r2, z) =

∫
d2x1d2x2 G (r1, r2,x1,x2, z) Ψin (x1) Ψin (x2)

В рамках теории возмущений можно посчитать

G =
Θ(z)

16π2z2
exp

[
i

2z
(r− x)(R−X) −Dz

1∫
0

dχ |χx + (1− χ)r|µ+1


здесь r = r1 − r2 и R = (r1 + r2)/2, аналогично для x и X.
Турбулентный член доминирует на z � z∗, поэтому мы интересуемся
именно этим масштабом.



Яркие пятна

Яркие пятна характеризуются неравенством I �
〈
|Ψ(y)|2

〉
. PDF:

P (I,y) = N
∫
DΨDΨ?e−Sδ [Ψ?(y)Ψ(y)− I] , S =

∫
d2rΨ?K̂Ψ

Здесь K̂F2 (r1, r2) = δ (r1 − r2). Это считается:

P (I,y) ∼ exp

[
− I

F2(y,y)

]
= exp

[
− I

〈|Ψ(y)|2〉

]
что соответствует Пуассоновой статистике. Геометрия распределения
ярких пятен полностью определяется F2(y, y).

F2 (y,y, z) =

∫
d2xd2X

16π2z2
exp

[
i

2z
x · (X− y)−Dz x

µ+1

µ+ 2

]
×

×Ψin(X + x/2)Ψin(X− x/2)



Коррелятор гауссова пучка

Для гауссова пучка Ψin(r) = e−r
2

. Коррелятор:

F2 (y,y, z) =

∞∑
n=0

(−1)nΓ

[
1 + 2n

µ+ 1

](
D

2 + µ

)− 2n+1
µ+1

(n!)224(n+1)(µ+ 1)
· y2n · z−

3+2µ+2n(µ+2)
µ+1



Коррелятор закрученного пучка

Для гауссова пучка Ψin(r) = (x+ iy) · e−r
2

. Коррелятор:

F2 (y,y, z) =
1

210z4

∞∫
0

dxx exp

[
−Dz x

µ+1

µ+ 2
− x2

2
− x2

32z2

]
(32z2−x2(1+16z2))J0

(xy
2z

)



Функция распределения нуля

Огибающая должна сохранять свой нуль. PDF:

P (ρ) = N

∫
DΨ∗DΨ e−S |∂1Ψ∗∂2Ψ− ∂1Ψ∂2Ψ∗| δ

(
Ψ + Ψ∗

2

)
δ

(
Ψ−Ψ∗

2i

)
Далее следует месяц вычислений и ответ:

P (ρ) =
1

16πF2

2 Im2 a+ c2 − a∗a√
Im2 a+ c2 − a∗a

a = ∂x∂
′
yF2 −

∂xF2∂
′
yF2

F2
; c = ∂x∂

′
xF2 −

∂xF2∂
′
xF2

F2

В приближении больших z выражение значительно упрощается:

P (ρ) ∼ 1

F2(ρ,ρ)



Картинка. Ненормируемость.

В приближении больших z PDF выглядит как:

P (ρ) ∼ 1

F2(ρ,ρ)

Визуально это выглядит следующим образом:



Результаты

Полученные
I Полностью воспроизведён и осмыслен развитый в

[Kolokolov, Lebedev and Lushnikov, 2020] формализм для данной
системы.

I Найдены корреляционные функции для гауссова и закрученного
пучков в точном и аналитически приближенном виде.

I Опровергнута гипотеза о топологически защищенном нуле поля
интенсивности закрученного пучка

I Решена задача о функции распределения нуля огибающей
закрученного пучка в целевой плоскости

Грядущие
I Анализ поправок, порожденных производными коррелятора, к

PDF нуля
I Вычисление PDF для условной вероятности распределения нуля

огибающей
I Анализ теоретико-информационных метрик в рамках системы



Внимание!

Спасибо за внимание!
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