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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

ИТФ им. Л,Д, Ландау

* S. Nazarenko, Wave Turbulence, Berlin: Springer-Verlag, 2011

Волновая турбулентность ― неравновесная статистическая механика

случайных волн*.

Модель энергетического каскада основана на предположении локальности, которое

означает, что эффективно взаимодействуют друг с другом лишь те моды, масштабы

которых по порядку величины соизмеримы.

Проблема: свойство локальности взаимодействия присуще только Колмогоровскому

спектру или оно может иметь место также и в других системах?

Цель работы: численно исследовать свойства сильно анизотропного спектра

капиллярных волн на поверхности неглубокой жидкости.
Схематическое представление каскадного 

переноса энергии



СИСТЕМА КАПИЛЛЯРНЫХ ВОЛН НА МЕЛКОЙ ВОДЕ
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Возмущения на поверхности жидкости могут быть описаны двумя скалярными переменными: величиной подъема жидкости

𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡) и потенциалом скорости 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡). В пределе тонкого слоя 𝜂 < ℎ < 𝜆, где ℎ – глубина слоя, λ – характерная длина

волны, гамильтониан системы имеет форму

ℋ =
1

2
න𝑑𝑥𝑑𝑦 𝜎 𝛁𝜂 2 + 𝜌 ℎ + 𝜂 𝛁𝜓 2 ,

где 𝜌 – плотность жидкости, а 𝜎 – коэффициент поверхностного натяжения. Пара динамических уравнений в безразмерных

переменных 𝜂/ℎ, 𝜓 𝜌/𝜎ℎ и 𝑡 𝜎/𝜌ℎ3 имеет вид

𝜕𝜂

𝜕𝑡
= −div 1 + 𝜂 𝛁𝜓 ,

𝜕𝜓

𝜕𝑡
= Δ𝜂 −

𝛁𝜓 2

2
.

Комплексные амплитуды: 𝑎𝒌 = Τ(𝜂𝒌 + 𝑖𝜓𝒌) 2,

Закон дисперсии: 𝜔𝒌 = 𝑘2,

Коэффициенты трехволнового взаимодействия: 𝑉123 = 𝑘2
2 + 𝑘3

2 + (𝒌2, 𝒌3).

В терминах парной корреляционной функции 𝑛𝒌 𝑡 𝛿(𝒌 − 𝒌′) = 𝑎𝒌 𝑡 𝑎𝒌′
∗ (𝑡) система имеет два универсальных стационарных

решения:

• 𝑛𝒌 ∼ 𝜔𝒌
−1 ― тепловое равновесие (поток энергии равен нулю),

• 𝑛𝒌 ∼ 𝑘−4 ― спектр Колмогорова-Захарова (положительный поток энергии).



УСТОЙЧИВОСТЬ СПЕКТРА КОЛМОГОРОВА-ЗАХАРОВА ПО ОТНОШЕНИЮ К 

МАЛЫМ АНИЗОТРОПНЫМ ВОЗМУЩЕНИЯМ. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ
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Предположим, что в момент времени 𝑡 = 0 на стационарный изотропный спектра капиллярных волн 𝑛𝑘 ∼ 𝑘−4 было наложено

малое возмущение произвольной формы δ𝑛𝒌 ≪ 𝑛𝑘 . Линейная эволюция возмущений определяется линеаризованным

кинетическим уравнением

𝜕𝛿𝑛𝒌
𝜕𝑡

= න𝑑𝒌1𝑑𝒌2𝑈123
2 𝑘−4 − 𝑘2

−4 δ𝑛1 + 𝑘−4 − 𝑘1
−4 δ𝑛2 − 𝑘1

−4 + 𝑘2
−4 δ𝑛𝒌

−2𝑈123
2 𝑘1

−4 − 𝑘2
−4 δ𝑛𝒌 + 𝑘1

−4 − 𝑘−4 δ𝑛2 − 𝑘−4 + 𝑘2
−4 δ𝑛1 ,

где 𝑈123 = 𝑉123
2δ 𝒌 − 𝒌1 − 𝒌2 δ ω𝒌 −ω1 −ω2 .

Удобно разложить произвольное возмущение δ𝑛𝒌 на элементарные

𝛿𝑛 𝒌
angle Fourier

𝛿𝑛𝑙 𝑘
Mellin

𝛿𝑛𝑙𝑠 ∼ 𝑘−𝑠

Тогда для нечетных гармоник

𝜕𝛿𝑛𝑙𝑠
𝜕𝑡

∼ −1 𝑗𝑙𝑘−4 න

κ

∞

𝑑𝑘1𝑘1
3−𝑠 +න

0

K

𝑑𝑘1𝑘1
3−𝑠 , 𝑙 = 2𝑗 + 1, 𝑗 = 1,2, …



ПОДГОТОВКА К ЧИСЛЕННОМУ СЧЕТУ
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𝜕𝜂

𝜕𝑡
= −div 1 + 𝜂 𝛁𝜓 ,

𝜕𝜓

𝜕𝑡
= Δ𝜂 −

𝛁𝜓 2

2
.

Геометрия системы представляла собой двумерный квадратный ящик в Фурье-пространстве раазмера 256 × 256. Частные

пространственные производные вычислялись в пространстве Фурье методом FFTW, производная по времени была

аппроксимирована методом Рунге-Кутта четвертого порядка. Моделирование мелкомасштабной диссипации

производилось с помощью принудительного зануления амплитуд одной трети наибольших волновых мод. Система

приводится в турбулентное состояния с помощью внешней случайной силы 𝑓𝜁 𝑘−2 Δ𝑡 на 44 модах с 0 < 𝒌 < 4, 𝑓 ―

постоянная во времени величина, характеризующая амплитуду накачки (варьировалась в различных реализациях), а 𝜁 ―

белый во времени шум, равномерно распределенный в интервале [−1, 1]. Внешняя сила существенно анизотропна,

однако статистически инвариантна к преобразованиям отражения 𝒌 → −𝒌.
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Спектр капиллярных волн 𝑛𝒌 = 𝑎𝒌𝑎𝒌
∗ , усредненный по

углам вектора 𝒌, при различных значениях амплитуды

внешней накачки. Пунктирной линией обозначен спектр

Колмогорова-Захарова 𝑘−4. Усредненный спектр в

целом близок к теоретическому предсказанию и

заметно отклоняется от него лишь вблизи границы

инерционного интервала.
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Временная зависимость модуля и угла вектора импульса 𝑷 𝑡 = σ𝒌𝒌𝑛𝒌 𝑡 . Слева ― одна длинная реализация, 𝑓 = 0.005,

справа ― четыре коротких реализаций, характеризуемые одинаковым начальным условием, но различными

реализациями силы, 𝑓 = 0.002.
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Для описания степени анизотропии спектра в целом вводится вектор анизотропии 𝒒 = σ𝑘 𝑘
4𝑛𝒌 𝑡 Τ𝒌 𝑘

компенсированного спектра 𝑘4𝑛𝒌.

𝑎) 𝑏)

Угловой (слева) и радиальный (справа) срезы компенсированного спектра 𝑘4𝑛𝒌,  усредненного по времени и по 10 различными 

реализациям в локальной системе отчета, связанной с вектором анизотропии, 𝑎) 𝑓 = 0.002, 𝑏) 𝑓 = 0.005.
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Угловые гармоники спектра

𝐹𝑚 = න

0

2𝜋

𝑑𝜃 𝑛𝒌 cos𝑚𝜃 .

Аналитическая теория устойчивости малых возмущений

предсказывает
𝐹𝑚 𝑘

𝐹0 𝑘
∼ 𝑘.

Однако наблюдаемая зависимость лучше аппроксимируется

соотношением
𝐹𝑚 𝑘

𝐹0 𝑘
∼ 𝑘−𝑚,

возникающем в случае системы в состоянии теплового

равновесия.

Линии с круговыми маркерами соответствуют спектру, полученному

путем усреднения 10 коротких реализаций в локальной системе отчета

вектора анизотропии. Линия с ромбообразными маркерами

соответствуют одной длинной реализации, усредненной в локальной

системе отчета вектора анизотропии; пунктирная линия соответствует

одной длинной реализации, усредненной в неподвижной системе

отчета. 𝑓 = 0.002
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Классическая теория слабой турбулентности предсказывает изотропный спектр, характеризуемый

локальностью взаимодействия волновых мод, однако изотропный спектр неустойчив по отношению к

анизотропным возмущениям. Эта неустойчивость приводит к спонтанному нарушению зеркальной

симметрии спектра и возникновению ненулевого импульса.

Прямые численные симуляции подтверждают теорию и демонстрируют развитие существенно

анизотропного спектра. Степень анизотропии спектра убывает вдоль энергетического каскада и

претерпевает насыщение внутри инерционного интервала.
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