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1 Òåîðåìà Ýéëåðà î ïÿòèóãîëüíûõ ÷èñëàõ

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1 êóðñà.

Ïðåäëàãàåòñÿ ðàçîáðàòü äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû: êðàòêîå (ñì. Ã.Õàðäè �Äâåíàäöàòü
ëåêöèé î Ðàìàíóäæàíå�, ëåêöèÿ 6.) è ïîó÷èòåëüíîå (ñì. David M.Bressoud, �Proofs and con�rmations:
The story of the Alternating Sign Matrix Conjecture�, ãëàâà 2) .

2 Ìíîãî÷ëåíû Ãàóññà è q-áèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1 êóðñà.

q-áèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà � ýòî âåñüìà ñîäåðæàòåëüíîå îáîáùåíèå áèíîìà Íüþòîíà.
David M.Bressoud, �Proofs and con�rmations: The story of the Alternating Sign Matrix Conjecture�,

� 3.1, ñòð.73-80.

3 Ôîðìóëà êðþêîâ äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ñòàíäàðòíûõ òàáëèö Þíãà

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1 êóðñà.

Äèàãðàììà Þíãà � ýòî íàáîð êëåòîê íà êëåò÷àòîì òåòðàäíîì ëèñòå, ñêàæåì, â åãî ïåðâîì
êâàäðàíòå, ðàñïîëîæåííûõ òàê, êàê åñëè áû îíè ïðèòÿãèâàëèñü ê îáåèì ñòîðîíàì êâàäðàíòà. Äèà-
ãðàììû Þíãà, ñîñòîÿùèå èç N êëåòîê ÿâëÿþòñÿ ãðàôè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè âñåâîçìîæíûõ
ðàçáèåíèé ÷èñëà N â ñóììó íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ. Ñòàíäàðòíûå òàáëèöûÞíãà � ýòî äèàãðàì-
ìû, â êëåòêàõ êîòîðûõ ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî N òàê, ÷òîáû îíè âîçðàñòàëè ñëåâà-íàïðàâî è
ñíèçó-ââåðõ â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ äèàãðàììû. Äèàãðàììû è ñòàíäàðòíûå òàáëèöû Þíãà ïðèìå-
íÿþòñÿ â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï, ïðè ýòîì âàæíî çíàòü, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñòàíäàðòíûõ
òàáëèö îòâå÷àþò îäíîé äèàãðàììå Þíãà. Ôîðìóëà êðþêîâ äàåò îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Òåìó ìîæíî ðàçáèðàòü, íàïðèìåð, ïî ñòàòüå J.Badlow "An elementary proof of the hook formula The
Electronic Journal of Combinatorics, v.15 (2008) #R45

4 Çàäà÷à î çàìîùåíèè ïðÿìîóãîëüíîé äîñêè äîìèíîøêàìè

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1-2 êóðñà.

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé âñÿêîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ åå îïðåäåëèòåëü. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç
îïðåäåëèòåëÿ êîñîñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû âñåãäà ìîæíî èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü (â êîëü-
öå ìíîãî÷ëåíîâ îò ìàòðè÷íûõ êîìïîíåíò). Ïîëó÷èâøàÿñÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ Ïôàôôèàíîì.
Ïðåäëàãàåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ ñ îïðåäåëåíèåì Ïôàôôèàíà è, èñïîëüçóÿ åãî, ðåøèòü êîìáèíàòîðíóþ
çàäà÷ó î ÷èñëå çàìîùåíèé ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè êîñòî÷êàìè äîìèíî.

Ì.Í. Âÿëûé, �Ïôàôôèàíû è èñêóññòâî ðàññòàâëÿòü çíàêè�, Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíèå,
ñåð. 3, âûï. 9, ñòð. 129-142, 2005.

5 Ïëîñêèå ðàçáèåíèÿ è íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïóòè íà ðåøåòêå

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1-2 êóðñà.



Ïðåäëàãàåòñÿ âûâåñòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ Ìàê-Ìàãîíà äëÿ ÷èñëà ïëîñêèõ ðàçáèåíèé
(òàê íàçûâàþòñÿ òðåõìåðíûå îáîáùåíèÿ äèàãðàìì Þíãà) ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè ñ÷åòà íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé íà ðåøåòêå.

David M.Bressoud, �Proofs and con�rmations: The story of the Alternating Sign Matrix Conjecture�,
ãëàâû 2,3; John R. Stembridge, �Nonintersecting Paths, Pfa�ans, and Plane Partitions�, Advances in
Mathematics, v.83, p.96-101, 1990.

6 Çàìå÷àòåëüíûå äåòåðìèíàíòû

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1-2 êóðñà.

Ïðåäëàãàåòñÿ ðàçîáðàòü ñþæåòû èç ñòàòüè Êðèñòèàíà Êðàòòåíõàëåðà � C.Krattenthaler �Advanced
determinant calculus�(arXiv:math.CO/9902004), ïîñâÿùåííîé ðàçëè÷íûì êîìáèíàòîðíûì ìåòîäàì
âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé.

7 Ñóïåðñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1-2 êóðñà.

Ñóïåðñèììåòðè÷åñêèìè íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìû îò äâóõ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ X = {x1, . . . , xn}
è Y = {y1, . . . , ym}, ñèììåòðè÷íûå ïî ïåðåìåííûì êàæäîãî èç íàáîðîâ (ïî îòäåëüíîñòè) è òàêèå,
÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå y1 = −x1 îíè ïåðåñòàþò çàâèñåòü îò x1. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïèñàòü
êîëüöî òàêèõ ïîëèíîìîâ.

P. Pragacz, A. Thorup �On Jacobi-Trudy Identity for Supersymmetric Polynomials�, Advances in
Mathematics, v.95, p.8-17, 1992.

8 Àëãåáðà Òåìïåðëè�Ëèáà è åå ïðåäñòàâëåíèÿ íà ïóòÿõ Äèêà

Òåìà ðàññ÷èòàíà íà ñòóäåíòîâ 2-4 êóðñà, è 1 êóðñà ìàãèñòðàòóðû.

Ñ ãðóïïîé êîñ ñâÿçàíû íåñêîëüêî ñåìåéñòâ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð, îáëàäàþùèõ áîãàòîé êîì-
áèíàòîðíîé ñòðóêòóðîé è èìåþùèõ âàæíûå ïðèìåíåíèÿ â ôèçè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Îäíî èç òàêèõ
ñåìåéñòâ � ñåìåéñòâî àëãåáð Òåìïåðëè-Ëèáà. Ïðåäëàãàåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ ñ îïðåäåëåíèåì ýòèõ àë-
ãåáð, èçó÷èòü èõ ïðåäñòàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïóòåé Äèêà, è îçíàêîìèòüñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ýòèõ
ïðåäñòàâëåíèé â îïèñàíèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà ðîñòà îäíîìåðíîé ïëåíêè.

9 R-ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû êîñ

Òåìà ðàññ÷èòàíà íà ñòóäåíòîâ 2-4 êóðñà, è 1 êóðñà ìàãèñòðàòóðû.

R-ìàòðèöà � ýòî îáðàòèìûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â òåíçîðíîì êâàäðàòå êîíå÷íîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà è óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà. Ñ êàæäûì òàêèì îïåðàòîðîì ñâÿçà-
íà ñåðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï êîñ Bn. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîóïðàæíÿòüñÿ â ïîñòðîåíèè R-ìàòðèö, äåé-
ñòâóþùèõ íà ïðîñòðàíñòâàõ ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé; ðàçîáðàòüñÿ ñ îáùèìè ñâîéñòâàìèR-ìàòðè÷íûõ
ïåðäñòàâëåíèé ãðóïï êîñ, ïîçâîëÿþùèìè ïðèìåíÿòü èõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ óçëîâ.

10 Êâàíòîâûå ìàòðè÷íûå àëãåáðû è îáîáùåííàÿ òåîðåìà Êýëè-

Ãàìèëüòîíà

Òåìà ðàññ÷èòàíà íà ñòóäåíòîâ 3-4 êóðñà, è 1 êóðñà ìàãèñòðàòóðû.

Êâàíòîâûå ìàòðè÷íûå (QM-) àëãåáðû � àññîöèàòèâíûå àëãåáðû, îïðåäåëÿåìûå â òåðìèíàõ
îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé. Îáðàçóþùèìè ýòèõ àëãåáð âûñòóïàþò êîìïîíåíòû íåêîòîðîé ìàò-
ðèöû. Íà îáðàçóþùèå íàêëàäûâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà, â çàïèñè
êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ R-ìàòðèöû (ñì. òåìó 9). QM-àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ ðàçäåëîì òåîðèè êâàíòî-
âûõ ãðóïï, îíè ïðèìåíÿþòñÿ â èññëåäîâàíèè èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé êâàíòîâîé è ñòàòèñòè÷åñêîé
ôèçèêè. Îêàçûâàåòñÿ ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâ QM-àëãåáð âåäóò ñåáÿ ïîäîáíî îáû÷íûì ìàòðèöàì,



è äëÿ íèõ ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, è ñôîðìó-
ëèðîâàòü àíàëîã òåîðåìû Êýëè-Ãàìèëüòîíà.


