
Âîïðîñû ê êîëëîêâèóìó
�Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà.�

Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç
ÁÏÌ 221-223, 2-é ìîäóëü, 3-é êóðñ

2024/2025 ó÷åáíûé ãîä
Â. Ëåáåäåâ

Íà êîëëîêâèóìå ñòóäåíò ïîëó÷àåò äâà âîïðîñà èç ýòîãî âîïðîñíèêà. Êîë-

ëîêâèóì èìååò õàðàêòåð áëèö-îïðîñà. Âðåìÿ íà ïîäãîòîâêó 5 ìèíóò, íà îò-

âåò 2�3 ìèíóòû. Ñòóäåíò äîëæåí ïðîäåìîíñòðèðîâàòü çíàíèå îïðåäåëåíèé è

ôîðìóëèðîâîê óòâåðæäåíèé. Äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ íå òðåáóåòñÿ, åñëè íå

óêàçàíî îáðàòíîå. Ïîëüçîâàòüñÿ âîïðîñíèêîì ðàçðåøàåòñÿ.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå âïîëíå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà â ìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

2. ×òî íàçûâàåòñÿ ε -ñåòüþ äëÿ ìíîæåñòâà K â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå? Äàéòå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå âïîëíå îãðàíè÷åííîãî ìíî-
æåñòâà â òåðìèíàõ ε -ñåòåé.

3. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêîå âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííûì? Âåðíî ëè îáðàòíîå (ðàññìîòðèòå øàð â l2)?

4. Êàê ñâÿçàíû ñâîéñòâà îãðàíè÷åííîñòè è âïîëíå îãðàíè÷åííîñòè â
Rn? Îòâåò ïîÿñíèòå.

5. Äàéòå îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ñâÿçè âïîëíå
îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè (â ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ).

6. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Âåéåðøòðàññà î íåïðåðûâíûõ ôóíêöè-
ÿõ íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî
óñëîâèå êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà â ýòîé òåîðåìå íåëüçÿ çàìåíèòü óñëî-
âèåì îãðàíè÷åííîñòè è çàìêíóòîñòè.

7. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Àðöåëà (êðèòåðèé âïîëíå îãðàíè÷åííî-
ñòè ìíîæåñòâà â C[a, b]). Ïðîèëëþñòðèðóéòå åå ïðèìåíåíèå íà ïðèìå-
ðàõ.

8. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèè âïîëíå îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà â l2

è l1. Ïðîèëëþñòðèðóéòå èõ ïðèìåíåíèÿ (íàïðèìåð, ðàññìîòðèòå �ãèëü-
áåðòîâ êèðïè÷�).
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9. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè-
âåäèòå ïðèìåðû. Êàê çàäàåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ìåòðèêà â ëèíåéíîì íîð-
ìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå?

10. ×òî òàêîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. ×òî íàçûâàþò (çàìêíóòûì)
ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà? Ïðèâåäè-
òå ïðèìåðû. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x = (x1, x2, . . .) òàêèõ, ÷òî∑∞

k=1 xk = 0 ëèíåéíûì çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â l1? Â l2?
11. ×òî òàêîå ýêâèâàëåíòíûå íîðìû? ßâëÿþòñÿ ëè íîðìû ‖x‖1 =

max[0,1] |x(t)| è ‖x‖2 =
∫ 1

0
|x(t)|dt ýêâèâàëåíòíûìè íîðìàìè â ïðîñòðàí-

ñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1]? Ñôîðìóëèðóéòå óòâåðæäå-
íèå îá ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

12. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëèíåéíî èçîìîðôíûõ è ëèíåéíî èçîìåòðè÷å-
ñêèõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. ßâëÿþòñÿ ëè èçîìîðôíûìè l1 è l2;
C([0, 1]) è l2; l∞ è C([0, 1])?

13. Ñôîðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèå îá èçîìîðôèçìå êîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâ. ßâëÿþòñÿ ëè èçîìîðôíûìè l1n è l2n.

14. Ñôîðìóëèðóéòå ëåììó î ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðå è òåîðåìó î âïîëíå
îãðàíè÷åííîñòè øàðà â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

15. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà â ëèíåéíîì íîðìèðîâàí-
íîì ïðîñòðàíñòâå è åãî ñóììû. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ñõîäèìîñòè ðÿäà è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà â (áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå) â òåðìèíàõ íîðì ÷ëåíîâ ðÿäà.

16. Äàéòå îïðåäåëåíèå áàçèñà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîêà-
æèòå, ÷òî âñÿêîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì ñåïàðàáåëüíî.

17. Äàéòå îïðåäåëåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Çàïèøèòå íåðàâåí-
ñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî � Øâàðöà. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííàÿ
íîðìà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå? ×òî òàêîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî?

18. Âûâåäèòå ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèé òîãî, ÷òî íîðìà â íîðìèðîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïîðîæäåíà ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

19. Êîãäà ãîâîðÿò, ÷òî äâà âåêòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îðòî-
ãîíàëüíû? Äàéòå îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ â åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå. ×òî íàçûâàþò îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé âåêòî-
ðîâ? ×òî òàêîå îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Ñôîðìóëèðóéòå
êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ðÿäà, ÷ëåíû êîòîðîãî îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ
ñèñòåìó â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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20. Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷ó î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè â îáùåì ñëó-
÷àå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ; äàéòå îïðåäåëåíèå ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ. Äàéòå îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âåêòîðà íà
ïîäïðîñòðàíñòâî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñôîðìóëèðóéòå óòâåð-
æäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âåê-
òîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî. Êàê ñâÿçàíû ïðîåêöèÿ è ýëåìåíò íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå?

21. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû âåêòîðîâ â ëèíåé-
íîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîëíîé ñèñòåìû
âåêòîðîâ. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

22. Çàïèøèòå ôîðìóëó äëÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âåêòîðà íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Π =< e1, e2, . . . , eN >, ÿâëÿþùååñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé
êîíå÷íîé ñèñòåìû âåêòîðîâ e1, e2, . . . , eN , îáðàçóþùèõ îðòîíîðìèðîâàí-
íóþ ñèñòåìó â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

23. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î òîì, ÷òî ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ
ñèñòåìà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì è òåîðåìó î ðàç-
ëîæåíèè â ðÿä Ôóðüå ïî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå â ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå. Çàïèøèòå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ.

24. Èçëîæèòå ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè. Êàê ñâÿçàíû ëèíåéíûå
îáîëî÷êè ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ è ñèñòåìû, ïîëó÷åí-
íîé åå îðòîãîíàëèçàöèåé?

25. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè îðòîíîðìèðîâàííîãî
áàçèñà â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êàê îí ñòðîèòñÿ?
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû òàêèõ áàçèñîâ.

26. Äîêàæèòå òåîðåìó îá èçîìîðôèçìå ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâ.
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